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DIE PROBLEMATIKE APRIORISCHER WAHRSCHEINLICHEEITEN
IM SYSTEM DER INDUKTIVEN LOGIK VON RUDOLF CARNAP*®

Von Jincexy Homeure, Minchen

Einleitung

Die vorliegende Arbeit zeigt, dafl der Begriff apriorischer Wahrscheinlichkeiten
im System der induktiven Logik von Carnap [C] als selbstindiger Konstruktions-
bestandteil enthehrt werden kann und sich zudem in dieses System nachtriglich,
ohne zusiteliche Problematik, in elndeutiger Weise einfligen 1a6t. Damit entfallen
die Bedenken gegen das System von Carnap, die von vielen Autoren mit dem
Hinweis vorgebracht werden, dieses System beruhe sowohl begrifflich als auch in
seiner mathematischen Struktur aul dem Begriff apriorischer Wahrscheinlich-
Leiten, der aus erkenntnistheoretischen Griinden als unsinnig — etwa als in sich
widerspriichlich — abgelehnt werden mul.

Zudem erweist sich der Begriff a-priorischer Wahrscheinlichkeiten als ein mathe-
matischer Hilfshegriff ohne erkenntnistheoretische Problematilk.

Bezeichnungen

Wir verwenden — als Bestandteil der Umgangssprache — die folgenden logistischen
Zeichen:

Logische Implikation. “4 > B : aus 4 folgt B.

Logische Aquivalenz. “4 X B”: 4 ist gleichwertig mit B.

Definierender Doppelpunkt. “4 : X B”: 4 definitionsgemiB gleichwertig mit B.
“a: 5" a definitionsgemil gleich &.

Buchstaben in eckizen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.

§1. Das System der induktiven Logik von Carnap

(1.1) Fragestellung

Die induktive Logik hat die Aufgabe, das induktive Schlieffen zu beschreiben
und zu rechtfertigen. Unter einem induktiven Schlul} verstehen wir dabei den
Schlufl von einer Pramisse auf eine Mypothese, die Jogisch {tber diese Primisse
hinausgeht. Ein solcher SchluB besitzt keine strenge Gitltigkeit, sondern ist immer
nur mit einer gewissen Wabrscheinlichkeit méglich. Die folgenden Aussagen
bilden ein Beispiel far solche Schliisse:

* Fingegangen am 12. 2. 1970,
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Durch die Beobachtung e wird die Hypothese h in hohem MaBe bestitigt.

kst im Hinblick auf ¢ von groBier Wahrscheinlichkeit,

h ist auf Grund von e als gesichert zu betrachten,

Die induktive Logik von Carnap stellt sich nun die folgende Aufgabe:

Die intuitiv gebrauchte Aussage, daf eine Hypothese A durch eine Beobachtung
¢ gestlitzt wird, soll durch Angabe einer Zahl ¢(h, ¢) prizisiert werden, die ein
MaB dafir darstellt, wie stark k durch ¢ gestiitzt wird; diese Zahl heifit dabei die
induktive Wahrscheinlichkeit von & auf Grund von e.

Die Losung dieser Aufgabe besteht in der Definition einer Funktion ¢(h, ¢), die
jedem Paar von Sitzen cine Zahl zwischen 0 und 1 zuordnet, sodaf ¢{h, e) als
Mal fiir die Sicherheit von A auf Grund von ¢ interpretiert werden kann. Die
Aussage c{h, e) = p soll dabei eine auf Grund der Definition von ¢ rein logisch
entscheidbare Beziehung ohne jeden empirischen Gehalt sein, Mit anderen Worten
gesagh soll c(h, ¢} die Wahrscheinlichkeit sein, die A aus rein logischen Griinden
im Hinblick auf ¢ besitat; c(h, ¢) heilt deshalb auch die logische Wahrachein-
lichkeit von & auf Grund von e .

Noch genauer kilmnen wir den Begriff der induktiven Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des Be-
griffs der fairen Wette charakterisicren: c{#, €) soll ein MaB dafiir sein, mit welchem Ver-
hiltnis der Einsiitze wir auf die Richtigkeit von » bei Kenntnis der Richtigkeit von ¢ wetten
gollen; cih, e) 146t sich dann als . fairer Wettquotient' interpretieren — eine Interpretation,
die sofort einige der Axiome liefert, die wir im folgenden von der Funktion ¢(k, ¢) verlangen
werden. Genaueres findet sich in [C), Seite 42,

Der Begriff der indukfiven Wahrscheinlichkeit, von Carnap auch Wahrschein-
lichkeitt genannt, ist scharf zu unterscheiden von anderen Begriffen der Wahr-
scheinlichkeit, inshesondere dem Begril der objektiven oder statistischen
Wahrscheinlichkeit, wic er ebwa von v. Mises [M), Kolmogoroff [K]und Richter [R]
entwickel$ wird.

Die induktive Wahrscheinlichkeit c{%, ¢} wurde von Carnap urspriinglich auch
als Grad der Bestitigung expliziert, den eine Hypotbese b durch eine Beobachtung
e erfahrt. Die Funktion ¢(h, e} heilt deshalb bei Carnap auch Bestitigungs.
funktion, kurz B-funktion, Neuerdings betrachtes Carnap diese Bezeichnungen
als irrefibrend!. Wir wollen hier diese Bezeichnungen als termini technici den-
noch beibehalten.

Carnap beantwortet die Frage nach einer B-funktion c(h, €) fir Sitze A, ¢ ans
einem bestimmben {ormalen Sprachsystem L. Und zwar wird die Fanktion ¢{%, )
fiir ein solches Sprachsystem durch eine Reibe von Axiomen festigelegt, die sich
aus dem angegebenen Zweck dieser Funktion, das indukfive Schlieflen zu be-
schreiben, motivieren lassen.

! Nach der jetzigen Anffassung Carnaps entspricht es mehr dem Gebrauch der Umgangs-
sprache, wenn wir den Begriff ,, Bestatigung® als den Zuwachs der logischen Wakrscheinfieh-
keit explizieren, den eine Hypothese % durch eine Beobachtung e erfihrt, verglichen mit der
logischen Wakrscheinlichkeit, die b a-priori besitzt; am einfachsten 1508t sich dieser Begriff
der Bestittigung durch die folgende Differenz darstellen: ¢(k, €) — e{h, §); c(k, ¢) ist dabei die
A-priori-Wahrscheinlichkeit von h. (Genaneres siche [, Vorwort zurzweiten Auflage, XVII.
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(1.2) Das Sprachsystem L
Wir geben eine kurze Darstellang des Sprachsystems L: genaueres siehe [C],
Bette 1381T.
a) L enthalt: 7
N Individuenkonstanten &, ..., 65" 12 N =00 (N==00 symbolisiert
dabei den Fall abzdhlbar unendlich vieler Tndividuenkonstanten). Unendlich
viele Varfable ,x, %", ... fir den Individuenbereich, der durch die obigen
Individuenkonstanten gogeben ist.
Eine Tamilie von einstelligen Grundpradikaten ,,P,“, .. .,,,P,", die aul dem
Individuenbereich definiert sind; 1 < & << co.
Die folgenden logischen Zeichen: )
., Negation, ,,.* Konjunktion, ,,v** Disjunktion, ,—* Tmphlikation, ,,=" Aqui-
valenz, ,, ¥z, ,, 3% All- und Existenzoperator (die Variable der Quantoren be-
zieht sich dabei auf den Individuenbereich).
Das Zeichen ,,==** fiir die Identitit von Individuen.
1% als Zeichen fir eine Tautologie. Klammern ,,(,, ,”)"" als Hilfssymbole.
bie Ritze von L sind die anf die iibliche Weise mit diesen Mitteln bildbaren Sétze;
wir bezeichnen die Menge dieser Sitze ebenfalls mit L. Um die jeweilige Anzahl
der Individuenkonstanten anzngeben, schreiben wiv manchmal statt L auch Ly.
b) Ist r ein Satz vou L, so soll ,,i—r" bedeunten, r ist ans tein logischen Griinden
wahr, kurz L-wahr; analog bedeutet ,,— —*, rist L-falsch.
Tin Satz heift L-determiniert, wenn er L-wahr oder L-falsch ist.
Ein Satz heillt generell, wenn er mindestens einen Quantor enthalt.
o) Ist N << oo, so lassen sich die Satze der Gestalt Jaxlz, YaFz? durch die folgen-
den logisch dquivalenten Ausdriicke ersetzen:

(Fa)v...v(Fay), Fo) ... (Fay).
Ist IV < oo, 8o sind also alle in Ly bildbaren Sitze logisch dquivalent zu endlichen
aussagenlogischen Verkniipfungen der ., Atomsétze™ ,,P; a;%.
d) Uber die Grundpradikate ,, P, . . ., ,, P, machen wir noch die Voraussetzung,
daB ,, P, ..., P, eine vollstdndige logische Disjunktion bilden, df. es soll
gelten:
e (P, PYa fir £4, (P v...v P)a; a ist eine beliebige Individuen-
konstante.
(Der Auvsdruck (M. M') o' dient als Abkiirzung fir den Ausdruck ,,.Ma. M a';
analoges gilt fiir die {ibrigen aussagenlogischen Zeichen)
e) Sei N << oo; dann verstehen wir inter einer Zustandsb eschreibung von Ly
ecinen Satz der folgenden Gestalt:

,,Pila':l ‘s Pﬂ\’aﬁ—“'

2 | F stellt hier eine metasprachliche Variable fiir die Pradikate von L dar. Bereits in b) ge-
brauchten wir lateinische Buchstaben als metasprachliche Namen fiir Gegensténde aus L.
Wir werden dies auch im folgenden tun. AuBerdem gebrauchen wir die Konlven!:ion, dal} ein
objektsprachliches Zeichen innerhalb einer metasprachlichen Formel als sein eigener meta-
sprachlicher Name fungiert. (Genaueres siche [C], 1381F).
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Es gilt:

Jede Zustandsbeschreibung ist faktisch, d. h. nicht L-determiniert. Zwei Zu-
standsbeschreibungen sind entweder logisch fquivalent oder kontradiktorisch.
Jeder nicht kontradiktorische Satz von Ly 16t sich als Disjunktion von Zustands-
beschreibungen darstellen.

Ein Satz z von Ly ist genau dann eine Zustandsbeschreibung, wenn die folgenden
Bedingungen erfullt sind:

1) zist nicht logisch falsch, also nicht - —z.
2} Ist hein Satz aus Ly mit der Eigenschalt — & - 2, 30 gilf — —h oder — hz= 2.
f) Carnap behandelt auch den Fall, daB L mehrere Familicn von Pridikaten ent-

halt. 'Wir beschrinken uns hier auf Sprachsysteme mit nur einer Familie von
Pradikaten.

(1.3) Das Axiomensystem fiir die Bestitigungsfunktion c(h, e)

Wir geben eine kurze Darstellung der von Carnap formulierten Axiome fir die
B-funktion ¢(h, ¢); b, e sind dabel Satze eines Sprachsystems L der oben ge-
schilderten Art.

Awf die Motivierung dieser Axiome aus der in (1.1) formulierten Vorstellung
gehen wir hier nicht ein.

Eine ausfiithrlichere Darstellung dieses Axiomensystems findet sichin {C], Anhang B,

Generelle Voraussetzung: Die Primisse ¢ in ¢{#, €) sel nicht L-falsch.

Grundaxiome

NAL Oz elh,e)= 1.

NAZ., Wenn - ¢e-+h, danncih, ¢} = 1.

NA3. Additionsprinzip. Wenn e.h.h’ L-falsch, dann gilt:
clhvh,e)=1ch e)+ e, e}.

NA4. Multiplikationsprinzip. Ist ek nicht L-falsch, so gilt:
clh b’ e)=c(h, eye(h', eh) .

NAS. Wenn t—e==e und +— b= k', dann ¢(h, e) = c{h’, ') .

Begularitdtsoxiom
NA6. Sind &, e Sétze von Ly mit N < oo, so gilt:
Ausclh,ej=1folgt r—e— k.

Invearignzaxiome

WNAT. ¢fh, ) ist invariant bei Permutation der Individuen.

NAS8. c¢{h, ¢) ist invariant bei Permutation der Grundpridikate.
Diese beiden Axiome orgeben sich aus der Forderung, dal} ¢{f, ¢} nur von der
logischen Struktur von &, e abhingt, nicht aber von den speziellen in b , e vor-
kommenden Individuen und Grundpridikaten.

NAY. Tntfallt wegen (1.21}),
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NA10Q. Enthalten b , e keine Quantoren, so ist ¢ (A, ¢) unabhingig von der Gesamt-
vahl N der in £ betrachteten Individuen.

NAIL Entfillt ehenfalls wegen (1.21}.

Awxiom der Relevanz von Einzelféllen
NA12. ¢ enthalte keine Quantorem. @ ,d seien zwel verschiedene Individuen-
konstanten, die beide in e nicht vorkommen; M ein faktisches Molekular-
pridikat, dh. M = Py v...v Pmit 1 =s<k.
Dann gilt:
2} ¢(Mb, e.Mu) = (D, )3,
b) c(Mb, e Ma) 4 c(Mb,e). .
Die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese soll also mit jeder positiven Instanz
zunchmen,
NA13. Entfillt ebenfalls wegen (1.2f).

Axiom der Voraussageirrelevanz

NAl4. e beschreibe eine Stichprobe vom Umfang s, d%. ¢ gebe an, welches der P,
den einzelnen Individuen der Stichprobe zukommt; e; entstehe aus ¢ dadureh,
daB alle ,, P, mit ¢ & 1, die in e vorkommen, durch ,,—P," ersetzt werden. « sel
eine Tndividuenkonstante, die nicht in e vorkomms. Dann gilt: e( Py a, e} == ¢(Pa,¢)
Die Bestitignng von ,,P e auf Grund einer Stichprobe soll also nur davon ab-
hingen, wie oft P; und —P; in dieser Stichprobe vorkommen.

NALS. Fir den Tall, daBl es nur zwel Grundpridikate gibt, also k = 2 betragt,
ist ein spezielles, zusitzliches Axiom nétig, das hier nicht wiedergegeben wird;
eine Formulierung dieses Axioms findet sich in §2 (2.3g) Seite 11,

NAL6. Entfills ebenfalls wegen (1.21).

Axiom des unendlichen Individuenbereiches
NAl7. Die B-Funktion in L, soll sich als Limes der B-Funktionen der endlichen
Systeme darstellen lassen.

Das ist wie folgt zu verstehen: Zu jedem Satz b, aus L, 188t sich in aflen Systemen Ly mit N

grofer cinem geeigneten N7 das Analogon Ay biiden, Ist b, nicht generell, so haben Ay und b,

dieselbe Bedeutung ; im anderen Fall ist die Bedoutung dieser Sitze verschieden, da sich die

Quantoren in %, wnd ky suf verschiedene Individuenbereiche beziehen. Das obige Axiom

besagh nun: ofb,, e,) = lim o{hy, ex); cxistiert dicser Limes nicht, so ist ¢(h., e5) nicht
N oo

definiert. Sind b, €, nicht generell, so gilt nach NAIO: el g €oe) = clliy, €x).

(t.4) Die Nullbestitigung m (k)

Nach NA4, NAG gilt fiir IV < co:

elh, ) == m(h.e)fm(e) mit mh):=clh,{).

Tiie Werte von ¢ lassen sich also fiir ¥ < oo durch die Werte von m darstellen.
m (k) stellt die ,Bestatigung® von k durch die tautologische Pramisse ., dar.
an (k) heifit dementsprechend Nullbestdtigung.

* NA1Z2a ist {iberfliissig; siehe [Hul.
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m (k) liBt sich etwa als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, die A aus rein
logischen Grinden besitzt.

In dieser Arbeit soll gezeigh werden, daB die Benutzung einer solchen apriorischen
Wahrscheinlichkeit m () anf Grund der obigen Axiome chne zusiitzliche Proble-
matik ist.

(1.8) Die Bestitigungsfunklionen ¢;{h, &)

Die B-Funktion c{#, ¢) ist durch die obigen Axiome bis auf einen reellen Para-
meter A eindeuntiy festgelegt.

In einem Sprachsystem Ly mit N < oo sind namlich die Werte fiir ¢ durch die
Werte m(z) der Zustandsbeschreibungen 2z von Ly festgelegt; dies folgt aus (1.4)
und NA3. Sei nun 2 eine solche Zustandsbeschreibung, in der N -maldas Pradikas
WP vorkommt; dann gilt auf Grund der Axiome (1.3):

k
TN+ 2k — 1) i

o =1 » - 1 Y
miz) = (¥~ 4 — HE ; O‘\}“‘“m:ilen** g

Der Ausdruck al?list dabei wie folgt definiert ; &l 1 =af{a — 1) {a — 2} ... {a—n+1)
(Der Beweis findet sich in [C], Beite 248 )

Wir bezeichnen die zu dem Parameter A gehorende B-Funktion mit ¢, Der Kiirze
halber unterschlagen wir manchmal den Index A und gebrauchen dafiir die Aus-
drucksweise ,,eine Carnapsche B-funktion ¢*.

{1.6) Die Inferpretation des Parameters 1

e beschreibe eine Stichprobe vom Umfang ¢, in der s;-mal Py und {s —- &}-mal P}
vorkemmt ; die Individuenkonstante a komme nicht in e vor. Dann gilé:

e(Pra o) = LIEEAD peeis [0, Seite 250)
¢(P, e, ) entsteht durch gewogene Mittelung aus der ,empiriechen Wahbrschein-
lichkeit* s,/s (velative Haufigkeit von P; in der Stichprobe) und der ,logischen
Wahrscheinlichkeit™ 1/k (kB Pradikate bedeuten k logisch gleichwertige Moglich-
keiten). Die ,Jogische’ Wahrscheinlichkeit wird mit dem Gewicht A, die , empiri-
sche® mit dem Gewicht s bewertet.

{1.7) Wir wollen in dieser Arbeit nicht auf das Problem eingehen, die B-Funktion
c(h, e) cindeutig festzulegen, d.h. den Parameter A zu spezialisieren. Uberlegungen

von Carnap zu diesem Punkt finden sich in [}, Seite T61L.

§% Die Bedeutung der Nullbestdtigung {(apriorischer
Wahrscheinlichkeiten) im System
der induktiven Logik von Carnap
(2.1} Problemstellung
a) Ter in §1 gegebene Aufbau der induktiven Logik von Carnap benutzt infolge
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der Zulassung tautologischer Priamissen den Begriff der Nullbestitigung, d.h.
apriorischer Wahrscheinlichkeiten. (Siehe [1.4])

Dag Axiomensystem (1.3) macht nidmlich durch die Zulassung tautologischer Pramissen Ans-
sagen Uber die Beschaffenheit der Nultbestitigung und fordert weiterhin durch den Multi-
plikationssatz {siche (1.4]} einen Zusammenhang zwischen der Nullhestatigung und der B-
funktion im aligemeinen Falle. Nach dem Beweis von Carnap fithrt das Axiomensystem (1.3},
bet Angnutzung des Begriffs der Nullbestatigung, d.h, bei Verwendung tautologischer Primissen
za den B-funkéionen ci. Noch stiarker als hier tritt die Bedeutung der Nullbestitigung im
urspriinglichen Aufbau der induktiven Logik von Carnap hervor. (Siehe [C] Teil I1).

b) Manche Autoren lehnen den Begriff der Nullbestitigung ab und sehen sich
dadurch gezwungen, die gesamte Carnapsche Theorie, insbesondere die B-Funk-
tion ¢z, die mit Hilfe dieses Begriffs gewonnen wurde, in Frage zu stellen.

So schreiben etwa:

R. Harrod (Foundations of Inductive Logic, Seite 27, [H]):

“There is no meaning in holding something to be probable in and by ifself; and no meaning
therefore in postulating an initial prior probability™.

“. .. a flagrant violation of the characterization of probability as a relation hetween a premise
and a conclusion’.

H. E. Kyburg {Probability and the logic of rational belief, 8. 51, {K']):

““All c-functions defined in the way that Carnap has suggested yield values for the confirmation
of a hypothesis on null evidence. This seems o little questionable in itself, .. .’

¢) Diese Arbeit wird zeigen, daf} sich der Begriff der Nullbestitignng in dem in §1
gegebenen Aufbau der indulktiven Togik enthehren 168t. Es gilt ndmlich:

Satz

Pas Axiomensystem (1.3) fithrt auch bei Ausschlufl tautologischer Primissen zu
der B-Funktion c,.

Wir wollen die Struktur dieser Anussage an einem Beispiel verdentlichen: Anstelle der B-
funktionen ¢ (%, ) betrachten wir die reellen Funktionen f(z) auf dem Einheitsintervall. Als
Axior wihlen wir die Forderung der Stetigkeil; den tautologischen Primissen mégen die
Randpunkte des Intervalls entsprechen. Die Menge der Funktionen, die das Axiom erfillen,
wird griBer, wenn wir dic Randpunkte ausschliefen. Im Gegensatz za diesem Beispiel sagt
der obige Satz, dal die Menge der B-funktionen, die (1.3) erfilllen, durch Auvsschlul} tauto-
logischer Pramissen nicht vergroflert wird.

Trie Funktion der Nullbestitigung m; (k) stellt so gesehen nur ein mathematisches
Mittel dar, die allgemeine B-Funktion einfach zu charakterisieren. Eine Tnter-
pretation der Funktion m;(h) als Nullbestatigung ist nicht notwendig, aber nach
dieser Uberlegung gefahrlos moglich.

d) Ts ist sinnvell, die Funktion m; (k) als Nullbestitigung zu interpreticren.

Die Funktion (k) ist namlich in diesemn Axiomensystem die eindentig be-
stimmte Fortsetzung auf tautologizche Primissen der zunichst nur fir nicht-
tautologische Primissen definierten B-Funktion. Dies folgt aus dem Beweis von
Carnap, daf bei Zulassung tautologischer Pramissen genau die Funktionen ¢, (1.3)
erfilien.
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Alkzeptieren wir also die Axiome von {1.3) fiir nichttautologische Priamissen, so
gelangen wir fast zwangsliufig zu einem Begriff der Nullbestédtigung als der ein-
deutig bestimmten Fortsetzung der allgemeinen B-Funktion auf tautologische
Primissen.

e) Frgebnis

Der Begriff der Nullbestitigung ist nicht als selbsténdiger Bestandteil zu dem
in §1 gegebenen Aufbau der induktiven Logik nétig. Vielmehr 1434 sich dieser
Begriff aus diesem Aufbau gewinnen und rechtfertigen. Fiir die in der Literatur
bestehende Polemik beziiglich des Begriffs der Nullbestitigung ergibt sich damit
die folgende Konsequenz:

Tine Ablebnung des Begriffs der Nullbestatigung bedeutet eine Ablehnung der
Carnapschen Axiome auch fiir nichttautologische Primissen.

Eine Annahme der Carnapschen Axiome fiir nichttautologische Pramissen be-
deutet auch eine Annahme des Begriffs der Nullbestiitigung.

(2.2) Der Satz (2.1 ¢) ergibt sich aus den folgenden Batzen. Zundchst eine De-
finition:
a) Definition
Seie:= Pby...Piby —Piby,q...Pbg, awb, fir j=1,...,3.
Nach den Invarianzaxiomen hingt ¢(P;a, ) nur von n, s,k (Zahl der Grund-
pridikate) ab. Wir kénnen also die folgende Definition vornehmenr :
Grin, s) = c{Pa, €} .
Der Kitrze halber unterdriicken wir manchmal den Index & und schreiben nur:
Gin, s) .
b) Satz
Auf Grand der Axiome bei AusschiuB tautologischer Pramissen gilé:

n — (b — 1) G(0,1)
Gl 8) = i TV kG, 00)

, 0= n= s,

¢) Satz

Purch G(n, s) ist ¢(h, ) auf Grund der Axiome bei Ausschluli tautologischer
Primissen eindeutig bestimmst.

d) Satz

Bagilh: 0 < G0, ) < 1/k. :

Die durch (7, nach ¢) bestimmte B-funktion ist die Funktion ¢; mit A== BGL(0, 1)
(1~ kG, (0,1)); also 0<i<oo,

Nach d) erfiillen also bei Ausschlub tautologischer Primissen héchstens die
Funktionen ¢; das Axiomensystem (1.3). Da Carnap gezeigt hat, dali ¢; (1.3) er-
fiillt, ist mit diesen drei Sitzen (2.1 ¢) bewiesen.
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{2.3) Beweis von (2.28)
Wir beweisen zunichst einige Hilfssiitze:

k 3
a) Hilfssatz: 5,20, 3 s=8 > X, (s,s)=1.
it

i=1
Beweis: epr==Pyb ... Ph,. Py, oy ... Pyby y o Poby gy Piby;
g1 Piby o Piby i Pb . PbL st a R by fiir = 1, s, s0 gilh nach
NAl4: Gis,, 8) = c(P,a, o) = ¢(Pya, ep)yund folghich 1 = 3¢ (P, ep) = 2 G (5,8}
3 i

b) Hilfssatz: Gp{1, 1) =1—{k— 1} (0, 1}.
Der Beweis ergibt sich aus a) mit (s, ..., 8= (1, 0,...,0).

o) Hilfssatz: G{s+1,8+1)=1~ (k- 1}6.(0,s+1).
Beweis: Aus a) mit (s, .. .,8,)=(s+1,0,...,0}.

d) Hilfssatz: k>2 > Gun, e+ 1y== G (0,84 1) Gpin, 8)/0.(0,8): n = 5.
Beweis: e:== Pyb, ... Pb,. Pyb, oy ... Pyb,, @, b by, .., b,; dann gilt:
c{Pa. P,b,e) = c{Pa, ¢} c{Fyb,e. Pia)

= 0(Pyb, e) c(Pa, e. Pub) Maultiplikationsprinzip
also (e, e) c(Pob, 2. Pra) = c{Pyb, e} c(Pa, e. Pyb).
c(Pa, e} = G(n,s}; e{Pub,e)=G{0,8); c(Pra, e Pyb)=G{n s+ 1)
c(Pyb, e. Pia) = G(0, s + 1). Durch Einsefzen ergibt sich:
G, G0, s+ 1) = Q0,8 G, e+ 1); G{0,8)+0 nach NAB

o) Hilfssalz: % =>2 = G 0,8 + 1) [{(Ghis, 8} + Gr{1,8))/F(0,8) + b — 2] = 1.
Beweis: Gls,s + 1)+ G(l,s + 1)+ {E— 2) G0, s+ 1) =1;

aus a) fiir (¢,1,0,...,0).

Ersetzt man G'{s, s + 1), G(1, 5 -+ 1) nach Formel d), so erhilt man die behauptete
Gleichung.

f) Tir k> 2 ergibt sich (2.2 b) durch Induktion nach s.

Indultionsanfang (s = 1): Der Fall n = 0 ist trivial, der Fall n = 1 ergibt sich
aus bj.

Induktionsschritt. {2.2 b) sei richtig fir s; dann gilt:

1) G(0,5 + 1) 2 [G(s, )G(0, 5) + (1, 8]0, s) + k — 2] 1

M[sm(ksﬁi)a{o,l) &~ (s 1 EG(01)
TlETETHEOI R G0

(s — (s — DEGO,1) (1 — (k — 1) G (0,1))
(8 — (s — 1) kG (0,1)) G (0,1)

e G0, D))(s + 1 — skG(0,1)).
2) Gn, s+ 1) £ G(0,5+ 1) G(n, 8GO, s) =

_!_

-1
B 2]

n-—{kn—1)G 6,1)
s+ 1 —sk@ @Ol °

n S

das ergibt sich aus 1) und aus der Induktionsvoraussetzung.
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B b1 - (ks 1) - TG O0,1)

- &4 1~ k@ (0,1)

g) Wiir den Fall & = 2 bendtigen wir das Axiom NAIS.

I\T?Alfi. @, (n, 5} ist bei gegebenem G4 (0, 1) und festem s eine lineare Funktion von #.
Die Rechtfertigung dieses Axioms ergibt sich aus der Giltigkeit der analogen
Aussage {ir k > 2.

Wir kénnen nun d} , e) auch fiir k = 2 beweisen.

3) Gls+ 1, e+ 1) 2 1—(E—1)G{0, s+ 1)

dy Hilfssatz: Q,(n, 84+ 1) = G4(0, 5 + 1) Guln, s}jF,{0,8), n=s.
Beweis:
D oer= Py .. Pib,. Poby g . Pobg; a, b0,
c(Pia. Pyb, e) == c(Pya, e) c(Pub, Pia.e) = c(FPyb, e) c(Pa, e. Pyb).
c(Pia, e} = G{n, 5), c{Pob, e} = G(s - n,s), c(Pia,e. Pyb) = G{n, s+ 1),
¢(Pyb,e. Pia)=G{s—n,s+1).
Also: G(n,s) (s~ n,8+ 1) = G(s—n,s)GF@n,s+1).
2} Nach NA15 1aBt sich G(n, s) wir folgt darstellen:
G(n, s} = nf(s) -+ a(s). Setzt man diese Darstellung in die unter 1} gewonnene
Formel ein, so ergibt sich: f(s + 1) a{s) = f{s} a{s + 1), also
[nfls + D)+ afs -+ Dials) = [nf(s) + a(s)]al{s + 1).
Also: Oin, s+ 11 G0, 8)= Q0,5+ 1) GF(n,s).
¢’} Die Yormel e) ergibt sich fiir k = 2 aus d') und a) vollig analog wie fiir & >> 2.
Damit 148t sich derselbe Induktionsbeweis wie unter {) durchiithren.

(2.4) Beweis von (2.2¢)
a) Hilfssatz: Sel e nicht L-determiniert und =z eine Zustandsbeschreibung der

*
folgenden Gestalt: z == Pyby ... Pyby Pyby \y ... Pyby, N = 3'N;.

i=1
(b, ..., by stellen eine gewisse Reihenfolge der Individuenkonstanten
sl sy s dar). Dann gilt:
z. ¢ ist kontradikborisch und somit ¢{z,e) = 0 oder
BN i1
e{z, €) = 1]; 1]1 C(Pibm;JrJ': e. P:lbl ree Pibﬂma‘kﬁ—lh My i== Z N'r .
=1 7= r=1

Beweis: Sei z.e nicht kontradiktorisch; z; das i-te Konjunktionsglied vom z
{also —z==2;...2y); dann ist auch z,. ¢ nicht kontradiktorisch, und folglich
gitt auf Grund des Multiplikationssatzes:
clz,e) —clz, e)elzy . . .2y, . 2) = C{2, €) €{2,, €. 2y) (73, €. 2. 2Z9) . . .

Ny
e 2y, 6. % .- 2y )= J] c(Pb,e. Pyby ... Pyb; )
Vs i=1 Ne

jﬂ!; e(Ppby e Pl Poby s i) oo T1 o(Pabpyyjie Pyby oo Prbyyyy o)

= i=t
b} Hilfssatz: c¢(h, P,a) ist tiir jedes & durch G(n, s) eindeutig bestimmi.
Beweis: Nach dem Additionssatz diirfen wir uns bel 4 auf Zustandsbeschreibungen
beschrinken. Sei 2 eine beliebige Zustandsbeschreibung; dann la0t sich oK. an-
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nehmen, daB z die gleiche Gestalt wie in a) hat. Ist also 2. P.a nicht kontradik-
torisch, so stellt ¢(z, P.a) nach a) ein Produkt von Ausdricken der folgenden
Qestalt dar: ¢(Pb,, 5 Pra. Piby o Pibyia)

st o+ by, ..., by, .y danm gilt:

GG—1,metg) T

C(Pibnq{r:i: Pra‘ P Pibm,-JrJ"Al) = {G(] i, - ?} ur i =

Ist @ = b, 400 M-t & = m; +§; dann ist P, = P, da 2. P,a nicht kontradik-
torisch. Also:

Gi—1,m+j—1)

Wy, + < my +f
(P Pra. .. Pibmﬁ_,-_l) = { 1

mfa+t:mi+j

¢) Hilfssatz: Tst e. P,a nicht kontradiktorisch, so ist ¢(h, e. P,a) fiir jedes A
durch G(n, s) eindeutig bestimmdt.

Beweis: ¢(h, e. P,a) = c(h. e, P.a)cle, P,a); mit b) folgt dann die Behauptung.

&) Hilfssatz: Sei e eine feste, nicht L-determinierte Pramisse. Dann gilé:

Tst o(P,a, ¢} fiir beliebiges @ und beliebiges r durch /{», 5} eindeutig bestimmt, so
auch ¢(h, e) fiir beliebiges A.

Beweis: Wie unter b) diirfen wir uns bei & wieder auf ein z von derselben Gestalt
wie in a) beschrinken. Wir miissen wieder zeigen, dafBl die Ausdriicke ¢{F; B o1
e. Pby ... Pib,, . ;_,)eindeutig bestimmt sind. Ist m, -+ j = 2, so folgh dies auns c).
Ist my, -+ = 1, so ist ¢(P;by, ¢) eindeutig nach Voraussetzung.

e) Hilfssatz: Sei e nicht L-determiniert; dann ist c¢(P,a, ¢) fir beliebiges @ und
beliebiges r eindeutig durch G (», 5) bestimms,

Beweis

1) Wir diirfen uns an Stelle von ¢ auf Primissen e, der folgenden Gestalt be-
sehrinken: eg:— Mby v ... v M b, M, sind dabei faktische Molekularpridikate,
haben also die Gestalt: Py v...vP,, 1 =s<k.
Es gilt namlich die folgende Aussage (Satz itber die konjunktive Normalform;
siehe etwa [Hi] §5):
Jeder Satz von Ly liBt sich als (mehrghiedrige) Konjunktion ven (mehr-
gliedrigen) Disjunktionen darstellen; dabeli besteht jedes Disjunktionsglied
dieser Disjunktionen aus negierten oder unnegierten Atomformeln.
Es 1aBt sich also annchmen, daB gilt: ¢ = ¢’. ¢, mit einem e, der obigen Gestalt.
Tst nun ¢ (P, a, e,) eindeutig bestimmt, so nach d) auch (%, e} und folglich wegen
e{P,a,e) = c(P,a. ¢, e)fcle, ) auch ¢(P,a,e). Man kann sich also aunf Pri-
missen der Gestalt e, beschriinken.
Wir beweisen &) durch Induktion nach n (n ,Linge’” von ¢}

2) Induktionsanfang » = L. Mit den Abkiirzungen b= b, M 1= M, P:= it
haben wir also die folgende Behauptung zu beweisen: ¢(Pa, M b) ist durch G (n, s}
eindeutig bestimmt.
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21y Fall:a=b.
M= IV P (M ist eine Disjunktion ven Pridikaten ,, P, mit s ¢ I).

Z21a) r¢ I, dann ¢(Pa, Ma)=0.

2.1b) r i, dann:
c{Pia, Ma)y = c(Pa, Ma), wonn j £ 1. }) ¢(P;a, Ma) = c(Ma, Ma) = 1.
I

Also: ¢(Pa, Ma) = 1/{I]; I} Michtigkeit von I.
22y Fall:a 5.

22a) r¢ I

c{Pa, Mb) = ¢c(Pa, = Pb Mb)=c(Pa. Mb, = Pb)jc(Mb, ~Pb).

Nach 2.1b): ¢(Mb, —Pb) = [I[j{k—1).

Tir 4 ¢ I gilt: c.(Pa. Pb, —Pb)y = c(Pib, =Pb) c(Pa, P;b) = [k — 1)]G{0,1}.
Also: ¢(Pa. Mb, —Pb) = [[|{(k— 1] G(0,1). Also: ¢(Pa, Mbd)=G(0, 1).

22b)y rel:
e{Ma, Mb) = E e{Pe, Mb) = (k-— [I}) G(0,1); nach 2.2a).

i¢f
elPa, Mb) = c(Ma, MBI = (1 — (k— [y G0, 1))/}] .

3} Induktionsschritt. Fir n sel die Behauptung gezeigt;
ei=evMb=38bv...vMb,vHb.

3.1) e(Pa,e) == c{Pa. Mb,e) + ¢(Pa. —Mb, e) = ¢(Pa, Mb) c{HM5, e}

+ e{—Mb, e} c(Pa, ~Mb. e} = c(Mb, e} [c{Pa, Mb}— ¢c(Pa, —Mb. e}]

“+c(Pa, —mMb.e).

Nach dem Induktionsanfang 2} ist ¢(Pa, 3 b) eindeutig bestimmt, also nach d}
auch c{h, MBE). Da M beliebig war, gilt dasselbe fiir — M, alsoist auche(Pea, —Mb. ¢
= ¢(Pa. e, =M bYe(e, =M b) eindeutig bestimmt. Wir miissen also nur noch die
eindeutige Bestimmtheit von ¢{M b, e} beweisen,

3.2) e(—Mb,e) = c(—Mb,e. e} =c(—Mb. ¢, e)cle, e} = s(—Hb. ey, Mb v ey)
= c{—Mb, ey) cleg, Mnvey).

33) 1= c(—Mb,e) - c(Mb, &) = c(—Mb, ¢;) c{ey, ¢} + ¢c(M B, €); nach 3.2).

3.4) cley, €) = c(eg. Mb, e} + cleq. —Mb,e) = ey, e. MbYe(Mb, e}

4 cleg 6. M B) c(~—Mb, e} = c(MD, ) [cleg, Mb. &) — c(eg, 6. M b)]
+ ¢(eg, €. = M D).

Aus 3.3), 3.4) folgt:

3.5} c(BID, &) {c{—Mb, e;) [cleg, e. MD) — cley, e. MDY + 1}

4 e(Mb, e} cle, 6. —Mb) =1,

Nach Induktionsannahme ist ¢(Pa, ¢;) eindeutig bestimmt und folglich nach d)
e(h, e,) fir jedes h. Nach 8.1} und d) ist c(k, e. M), c{h, e. —3 b) eindeuntig be-
stimmt. Also ist ¢{M b, ¢) durch 3.5) eindeutig bestimmt.

Danit ist (2.2 ¢) bewiesen.
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{2.5) Beweis von {2.24)

a) (o (0, 1) = 1jk. Wiare niamlich G;{0, 1) grofier 1/k, also:

G0, 1) = I/k + v mit v > 0; dann gibe es ein n und ein s (n = ¢}, so dal
@, {n, s) = 0 im Widerspruch zu NAl, NAG.

Beweis
G(n,s) = ZIN mit Z:=n— (kn— 1) {3jk+ )
Nie=s—(s— 1) (1-+ ko).

l.Fallzv;;WI:mi)f; dann HEk--ok+ vz 0.

n=1 > Z=1—{k—Dk+o)=He—vktovz(.
s>1+1kv > N=s—s—sko+1thv=Fkv+1—skv<0.
Firn=1,s>1+4 Ykv giltalso ZIN=0.

2. Fall: v >~£-~(k1—_1~)-' dann gilt ftirn =1, 5= 1:

2

Z=1k—vk+v <0 N=1+kv—skv=1 also ZJN < 0.

b) G0, 1)+ Ik, Wire niimlich G{0, 1) = 1/k, so whre G0, 1) = G (1, 2);
dies stinde im Widerspruch zu NAIZb.

¢} Aus NAG folgt ({0, 1} > 0.

d) Aus Formel (1.6} ergibt sich, dal das in (2.2 d) definierte 4 zu einer B-Funktion
¢, fithrt, die fiir die entsprechenden Argumente mit & (n, s) ihereinstimmt, Also
ist ¢, die nach (2.2 o) durch G (n, 5) bestimmte B-Funktion.
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