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HINLEITUNG

3eit Takeutis Untersuchungen lber des 3eguenzenkalkill
6IC 1952 {9] ist cas Prodlem der Schrivteliminiervarkeit
in kéheren Logiksystemen von groftem beweistheoretischem
Interesse. LaB der (entzen'sche Mauptsatz iber die Schnitt-
freiheit vor LK ebenso in GLC gilt, wirc als Fundamental-
vermutung von Takeuti bezeichnet. Aus ihrer Gulitigkeit
folght die Konsistenz umfassender mathematischer Theorien,
unter anderem der klassischen Analysis.

Fir die Schnitifreiheit in der Lopik 2. 8Stufe gibt es
nichtkonstruktive Bewelse von Prawitz {}].und Tait E?].O
Unabhéngig voneinander haben Frawitz 1967 2| und Takahashi
1668 (?] die Pundamentalvermutung flr die einfache Typen-
10gik bewiesen, und zwar auf demsgelben nichtkonstruktiven
semantischen #eg. Beide Arbeiten stiitzen sich aur Untersu-
chunpgen von Schiitte [ﬁ], der 1960 ein semantisches Agquiva-
lernt zur Pundamentalvermutung gefunden hat, und verwenden
an zentraler jtelle eine nichtextensionale Modifizierung
des Fenkin'schen Modellbegriffs.

In einer unvertflfentlichten hotiz von 1968 (g] kat Taka-
hashi einen Bewelis flUr die Schnittfreiheit von GLC mit hx-
tengionalitet skizziert, der auf demselben Gedanken beruht.

Die vorliegende Arbeit gibt einen #Weg an, wie dieser Be~
wels durchgefibrt werden kann. Sie hezieht sich auf das bei
Schiitte angegebene 3ystem der einfachen Typenlogik (erwei-
tert um die KExtensionalititsschlufirepel’), das mit dem Be-
griff des lositivieils arbeitet und gewisse Vorteile gegen-
lUber dem Sequenzenkalkill aufweist. .

Am Ende der Arbeit wird der Beweispang im Verhdltnis zum
Ansatz von Frawitz [?] diskutiert.

0 Inzwischen hat Tait eiren konstruktiven syntaktischen
Bewels der chnitfeliminierbarkeit flir ein Teilsystem der
Logik 2.3Stufe angegeben., - '



KAPITEL T: EINPACHE TYPENIOGIX MIT EXTENSIONALITAT

In diesem Kapitel soll ein formales System der einfachen
Typenlogik mit Extensionalitidt entwickelt werden, das sich
eng an das von Schiitte [}] (ohne Extensionalitat) snlehnt.
Bie Formulierung der ExtensionalitiZtsschlufregel (3E) ist
analog zur Fassung von ?akahashi in [?] fiir den Sequenzen-
kalkiil GIC von Takeuti Lg] gebildet,

Ler Bewels des Extensionalititssatzes in &5 schiieBt das
Kapitel ab.

§1. Das formale Systemﬁy

1.1. Indukbive Definition der'Typen:
1.1.1. C urd 1 sind Typen.

1.7.2. Henn Tys-e., %, Typen sihd, so ist auch (T ,...,th)
ein Typ.

1.2. Induktive Definition des Typgrads ter Tur jeden
Typ s
1.2.7. tgr O:= O. tgr 1:1= 0. . : o

Te2.2. bgr (Uq,...,r Yi= 1 & max tgr T
n .
. i=1,v..,n

I

Grundzeichen:

o

1.3,
1.3.17. Freie und gebundene Varisble, sbhzdhlbar viele won
jedem Typ.? '

1.3.2. F8chstens abz&hlbar viele Funkticnsgzeichen gege—
bener Stellenzshlen {deren Argumente und #erte den Typ O
angehdren). ‘

1.2.%2. Logische Zeichen: =, v, bﬂ A und €.

J.3.4. Hilfsveichen: runde und eckige Klammern, Komma.

? vel. schiitte {3] §1.
? Die bei Schiitte [3] 1.2.2. auftretenden Konstanten kin-

nen wie bei Takahashi [7j mit freien Variablen identi-
fiziert werdsn.
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T4, Nlttellungs zeichen:

*,b7,c¥ fiir freie Variable vom I‘yp't‘

xt ' fiir gebundene Variablie vom Typ T ,beides auch nit

unteren Indizés.

1.5, Definition: Eine'n-stellige Fennform ist eine
nichtleere, endliche 7eichenreihe, die auRer Grundzeichen

htchstens die Nennzeichen *1 R enthilt.

1.6. Mitteilungszeichen filir Nennformen: O, % ,.L,...
(auch mit unterern Indizes).

1.7. Definition: Bezeichnet (X eine n-stellige Nennform
und bezeichnen Upseeesly Zelchen oder nichtleere, endliche
Zeichenreihen, so bezelchne Cf.(u,],...,u ) dle,]enlge Zei~
chenreihe, die sich aus (X dadurch ergibt, daB die Nenn-
zeichen *,, Pen ,%, Uberall durch Uqse..,0, ersetzt werden.,

1.8. Induktive Definition der Ausdriicke und ihrer Typexi:
1.8.1. Jede freie Varlable vom Typ T ist ein Ausdruck-
vom Typ T

1.8.2. Ist @ ein n-stelliges Funkfionszeichen und sind
8qs--.,8, Ausdriicke von Typ O, so ist auch sﬂ(s,E seea ,sn) ©in

Ausdruck vom Typ O.
1.8.%. S8ind Sqsetey8, Ausdrii¢ke der Typen T’l sl

und ist t ein Ausdruck vom Typ (r,],...,r Yy 80 ist
(s,},...,s €t) ein Ausdruck vom Typ 1. .

1.8.4, Ist A ein Ausdruck vom Typ 1, 80 auch TAs

1.8.5. Sind A und B Ausdriicke vom Typ 1, =o ist éuch
(AvB) ein Auedruck vom Typ 1. (Runde Klammejrn werden weg—
gelassen wenn kein MiBversténdnis mglich ist.)

1.8.6. Ist, & (aT) ein Auvsdruck von Typ 1, in dem die ge-
bundene Variable x* nicht auftritt, so ist auch Vx T QxT)
e¢in Ausdruck vom 'I‘yp 1.

1.8.7. Ist (‘f)t(_a,I ,...,agﬁ) ein Ausdruck vom Typ 1 und

T .
sind x,!q yoon ,xnn paarweise verschiedene gebundens Varisble s
- ‘ T T T Tn,
die darin nicht auftreten, so ist A x11 .. .xnnOZ(xq" goen ,xnn)
ein Ausdruck vom Typ (‘c,‘ P ,'rn), :
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1.9. Mitteilurgszeichen fir Ausdriicke:

r¥,s%,t%,u%,v® - flir Afusdriicke vom Typ ©,
"A,B,C,... fiir Ausdriicke vom Typ 1, beides auch mi%
. unteren Indizes.
1.9.%1. Bemerkung: Der obere Index = bei Ausdriicken vom
Typ © wird manchmal weggelassen. Wenn kein MiBverstindnis
moglich iét, ¥ann ein Auscruck von der Gestalt

(z‘:’l geon ;rzne s(t’l pree ’rn)) abkliirzend durch (re s) mitge-
teilt werden. '

1.9, Alisdricke vom Typ 1 heiBer Formeln.

1.10. Induktive Defiﬁition der Poaitivteile einer
Yormel F:

1.10.1. ¥ ist ein Positivbeil von F.

1.10.2. Ist 74 ein Positivtéll von F, so auch A4,

1.70.2. Ist (AvB) ein Positivteil von F, so sind auch
A und B Positivieile von F.

1:+11. Definition: Bine nQSteliige Nennform (I heift
‘n-ghellige Poéitivfofm, wenn gilt:

1.711.1. Jedes Nennzeichen'aﬁb...,*h tritt in (X an genau
einer Stelle auf.

1.11.2. Sind Asye-- A, Formeln, so ist CX(A ""An)
eine Formel mit Fositivteilen A .. A

10 n
_ 1.12. Bezeichnung: Ist (Ol eine n-stellige Positivform
und sind A,,...,A Formeln, so schreibt man (Xf3,,.. Sap]
“statt CX(Aq,.. LA ), um anzudeuten, daB es sich bei Cxwmn
eine Positivform handelt

12, Mlttellungszelchen fir Positivformen:

q und ED q fir ’t-—stelll_ge Pesitiviormen,
}) QF fiir n-stellige Positivformen, beides
auch mit unteren Indizes.

1.14. Definition: Prigformeln sind:
1.14,1. die freien Variablern voi Typ—1; . :
1.14.2. alle Formeln der Gestalt (r 1,...,rzheaa( TERERELS ));

R -
wernn a( 4 : n)elne frele Variable “ist.



4.15. Definition: Uneigentliche'Primformelnﬂsind alle
Primformeln der Gestaltb (rt1,...,rfné&a5), wobei a®
freie Varlable)vom Typ © = {Zﬁ,...,z 3% (0,...,0) ist.
(Das Gleichheitezelichen wird metasprachlich verwendet.)

eine

1.716. Alle Ubrigen Primformeln heiﬁen eigentliiche Prim-

formeln.

1.17. Folgerung: Eigentliche Primformeln sind gehau

1.17.7. alle freie Variablen vom Typ 1,

1.17.2. alle FPrimformeln der Gestalt (r%,...,rgé&a), WO
.a eine freie Variable vom Typ (0,...,0) ist.

4.18. Definition: Ein Paar S m

<i{r§5,,..,r§heéa{Tﬁ""’Zh)},(sﬁﬁ,...,sgie;a(ta4'f"25)):>
von uneigenglichen Primformeln_heiﬁt extengives Paar, wenn
fir i=1,...,0 gilt:

. o 0
Ist Zi = 0, 80 ist Ty % 85 -

1.19. Definition: ,Sei -7
o LM S ¢
\<(I’11,..a,rﬁnea{t""’t )} (s’l -..,Sr{;ﬂé':ﬁ( 1° ﬂ))>
ein extensives Paar und t& + 0 genau fiir i=i1,...,i
Dann heiBt fiir i=i,,...,1  Jjedes Formelpaar <:§;,§1‘> und
jedes Formelpasr <f§;,§€;> 2in Kontraktionspaar von
<(rea),(sca)>, wenn gilt:

1f

’ R | ~ __3
1.719.1. Ist ti 1, so ist ryo= Ty und 8, = S

1.19.2. Ist Ty = (&, ,...,8, ) so ist
'11 1

g€ &
= (ai1,...,a k&, 1) und s (a 1, ..,é%kéfé?i},
‘161{ RS
wobei die a. g,...,éik beliebige freie Variable entspre-
k

chender Typen sind.

'9lie Aufteilung der Frimformeln in eigentliche und un-
eigentliche Primformein ist von praktischer Wichbtigkeit

‘bei der Behandlung der Eyten51onalltatsschluﬁregel {sSE)
in 2.

%)Lnthalt das System zusdtzlich Konstanten, so muB man an
dieser Stelle flir a” auch eine Konstante zulzszsen. Andern—
falls erhdlt man eine zu schwache Formulierung voR {SE).
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1.20. Definition: Ein ekteﬁsives Paar

<(w 1,...,r§n53( STREE n)) (51, sTneal®rr e Ty>

heJ_Bt extensives Paar der Formel F, wenn F von der Gestalt .
2[‘7(::'6&} (sea)_] ist.

1.2%. Deflnltlon: 861 -

<(r sevesTy nEa( R n)) (s ’E,...,sTnEa( 1""’-6 ))>
ein exten51ves Paar der ¥ormel F Em Kontfaktlonspaar
<ri,si> bzw. <s , T > heiBt ein F-Kontraktionspaar
von L(re€a), (sea)} s wenn der Fall 1.19.1. vorliegt oder

wenn andernfalls die in 1.19.2. erwahnten frelen Variablen
6 di :
11 seeeady ¥ voneinander verschieden sind und nicht in P

auftret en. k

§2. Der Herleitungsbegrifi ¥

2.1. Axiome sind alle Formeln 'Pz[ﬂP,Pj, wenn P eine
eigentliche Primformel ist.¥

2.2. GrundschluBregeln:'Aile‘Prémiésen und'Konklusionen
selen Formeln,

(1) Rla], pBB] = P[ﬂ(A BJJ
(s2) RI-0u Y] = 32[“7 VXTO{(XI_:)J , wenn die freie

. Variable a® nicht in der Konklusion auftritt.
(s3) RIV=TAED]y A = RIVaTaam]
(S4a) 'Jl[@(r:f’l,...,rﬁn)] S _
' 'ﬁ[(r,?l sene ,r;fneﬁx%r’! .. .x;ﬁ OZ(X:?’! sene ,xzn))]
(s40) REAGT,. .. xT)] = |
p[‘?(l‘:’i yene ,rgnélx:lc’l . .xﬁn@(x?ﬁ e ._,xgn)ﬂ

{85) Fv Vxl]ﬁ(xA]O:—:x") =% F (Schnititregel)

% vgl. Schiitte E’] 1.6.£F.
"“)ﬂegen der Extens10na11tatsschlu13regel (SE) kann der
AXlombegr:Lff s0 eingeschrinkt werden, vgl. Satz 3.8, und

Schiitte [3] 1.6.,
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(SE)  A,B; (fir alle 1=1,...,0 Wit T;¢ 0) ==

\ - o ; ) | ’ z s
FE[’?(I'%!“"I';Eéa(z:]’."’tﬂ)),(s’ﬁs-..gsntnéa( 12 ))J
in folgenden Fallen:

<{{rea),(sea)y ist exten51ves Paar der Konklusion K;

.= .= vy, , wobel I, 8. ein
Ay Kv-rrlvs B Kvwsl rl, i <r 15857

it ‘
K-Kontraktionspaar von ({(rea),{sea)y ist.

2;5. Bemerkung: Die Bedingungen des Fxtensionalitita-
schlusses (SE) lauten ausgeschrieben:

. ( ‘1""’rn) ist freie Variasble und {;.1,.._, n) # (O,.u.,O)

[} o
Fiix ?Z 0 ist Ty o= S

Fir ¥;= 1 ist Ai lpzfﬁr(re‘:a) (s é:aﬂv-rr VS}.’
1
i

1
i
Bi ﬁ) [-T(rea) (sf-a}]v—rsgvr.
Plhr vy (f’ ,...,6' ) ist
11 '

@

A*

2f %, i
2}Q +(rea), (seaﬂvv(a ’l,...,a keri Yv (ai’l’i,..n,a kkes

By=

4 . s . 8., G4

ZP 2[-1(1:&&) ,(s&a}} v w:(ail‘] seoo ,ailktril—)\r(ail’l peoraBy
: . & 1. : k 1 k

wobel dile ail’l e ,aiik Jeweils voneinander verschledene

/i
freie Variable entsprechenc‘ier Typen gind, die nicht in

p [’1(1‘(—;&) (s aa)] auftreten.

Ay,

k&s ) s

2.%. Bemerkung: Statt der SchluBregel (SE) kinnte man
auch die #guivalente SchluBregel (aSE, 3 verwenden:

(SE )  44,B; (fir alle i- A4ee.,n mit £,+0) -

T/QE[_?(I‘ ,"_,r ne‘:a( AR n))’(s/l::],.."sgnéa( AR RRRE n)j?
in folgendén Féllen:

< (r{;a) (s a)>» ist extensives Paar der Konklusion K;

-Ala Ejl Lﬂri,si] B = U’“ [;vsl,r] wobei <l’l,slf ein
E~Eontraktionipaar von \(}:éa),(sz:a)7 ist.

Mit (SE ) lieflen sich alle Konstruktionen von Kapitel I/II
araicg durchfihren, aber die in 8.3.1. definierte Semiwer-
tung V wiirde die Extensionalitétsbedingung £.1.9. nicht

erfiilien, so daf man das Semantlsche Hauptlemma 8.Z. DlCht
erhielte.
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2 5. Lefipition: Die nicht 4n der Konkluslcn suftre-

tenden freien Variablen a® (von (S2)) und

64 €y _ :

ay 1,...,ai 1k (von (SE)) heiRen Eigenvariable des be-
1 k

-treffenden Schlusses.

2.6. Induktive Definition der Herleitbarkelt und der
Herleitungsordnung:

2.6,1. Jedes Axiom ist mit Ordnung O herleitbar.

2.6.2, 8ind die Primissen Pyy... P eines Grund-
schiusses mit den Crdnungen m1,...,m herieitbar, so
ist die Konklusion mit der Ordnung m = max(mq,...,mn) + 1

herleltbar.

2. ? Definition: Eine Formel heiBt gtreng herleitbar,
wenn sie ohne Benutzung der GrundschluBregel (85) her-
leitbar ist.

2.8. Bemerkung: Ist é}'einé Herleitung der Formel F, sco
ist die Herleltungsordnung von F bezuglich é} elndeutlg
bestinmt.

Ui

§%. Syntaktische Eigenschaften der Ausdriicke

Wie bei Schiitte [z] §2 werden die Regriffe "Unteraﬁéﬁruck~
kette" ,"Regularitdt” eines Ausdrucks, "Rang"(grade) eines
reguliren Ausdrucks definiert. Es 1Bt sich zeigen, daB
Jeder Ausdruck regulér ist und daB der Rang jedes Unter-
ausdrucks von T kleiner ist als der Rang von .

%.1. Induktive Deflnltlon des Grades yr fir jeden

Ausdruck r. (Dze Deflnltlon verlaufs 1ndukt1v nach dem
Rang von r,) ° e :

z2.1.1. Zunachst ‘sel zu Jedem,Typ = eine feste frele
Varlable a ausgewihlt.

3.4.2. Ist r’ ein Ausdruck vom Typ O, so sei yre= 0.

3.1.2. Fiir jede freie Variable a% gei g”ér:= tgro.

9 vsl. Schiitbe [5] §2,83
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(Freie Variable vom Typ O erhalten nach %.1.2. und 3.1.3.
den CGrad C.)
e g (Tayeee s T 0N,
3.7.4. X(Iﬁ1,...,r n&as 1 n’yi= 1 + - max crr 1,

o i=1,...,0

Z. 15-5- 5"(“‘1&):: 1 + a’“A.

3.1.6. XF(AvBY:= 1 + max ( y A, yB).

247, ‘)‘{‘1"’36‘%(}{7:”):: 1 + g"ﬁi(ao).

3.1.8. ér(rsﬁ,...,r;ﬁeaﬁx§1...xzhﬁﬁ(x;ﬂ,...,xgh)):=

1+ g(y(r;1,...,r§ﬁ).
%.1.9. b)AX,;’ln..xgnaf(le”l,...,x;n):.: 1+ yOa1,... am)

3. 2 'Lemma. ist C[eine n-stellige Nennform und

T~ -
Cﬁ(a beeeaal n} ein Ausdruck, sind weiter a11,...,ann
~und b11,...,b n freie Variable entsprechender Typen, so

ist “CX( ..,ann) = X{](b Ty ens bl R n).

Ter Beweis verliuft imduktiv nach dem Rarg von CY(ata S n)
~ in v61lig natlirlicher #eise., Bei der Graddefinition werden
freie Varlable Ja nur nach ihren Typen unterschieden.

Folgerungen aus der Graddefinition 3.1.: 2.2, bis %2.7.)

Z.3. Ist
<f(r;ﬁ,...,réhesa(tﬁ""’th)),(s?ﬁ,...,s;% ea(zﬁ""’fi));P
ein extensives Paar und fffl,é}j» eines seiner Kontrak-
tionspaare, dann ist B*(reza) > 5"1?: und x(sea) » 5{§;

Beweis: Nach 2.1.4. genligt es, zu zeigen: 5*9; = a~r§i.

- - o~ 1
207, T, = . = D..
5.2.1. 1Is% 5 1, s0 ist Ty Ty
3.3.2,. Ist T.= (6£ . f ), 80 ist mit pewissen freien
. k

. i %i i éi F) 1T

Variablen 8 Taeeny a; k ;= (ai 1,...,a Yer, 1)
1 k o . 1 1x
Z.2.2.17. Ist nun rij eine freie Variable, so ist
T, = 1 + max a, =1 4 max tgr 6 = tgr T, = 3 r?i.

d' = ®= ’l,...,k(T E ®=T1,...,k lae + ¢ry

3.2.2.2. Ist zber r.1 = Ax.H...x 1y Of(x.l’f,...,x?lk)

i 1, iy g i :

- ~ € s £ g,
sO ist yr. =1 4 6*Ck(aiz1,...?ai;k) = g(j(ao}q,,__,aolk) +1]
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] —— . t,
r EL - 2 s
nach Lemma 2%2.2., also‘ d”ri = drril,

Czaa. pE(AVBY) > y(aa), g CiB)
Beweis: y (m(AvB)) = 1 + y(AvB) = 2 + max (y 4, 5B) >
1+ ya = yCra) und T+ B = y(@B)

2.5, yeVERET)) > p(nQa")) fir jede freie Variable
‘a®. Beweis:
FOVTAGEY) - 1 FOATAGEY) = 2+ g B(al) =
2+ 5”@(& Y nach %.2. > 1 + (ya(ar) = r(-—:C’{,‘(at))

T %6, X(I' ..,r,]rne'\x 1 ,..x-gnOI(xf’l,...,xgn)} >
L)j“'@[{:t‘,E R n) , - _

%.7. é’("w(r,]‘l,...,r ne?{x ...xﬁn@(x,f’l,...,xﬁn)))}
J‘(ﬁ@(r ,...,rnn))

. A
Aussagenlogische Abgeschlossenheit des Systems: v

. 3.8, Jede Pormel ’5&22[-16,0] ist streng herleitbar. (8atz).
Beweis durch Induktiorn nach dem Grad von C.

%.8.1. C ist eigentliche Primformel., Dann ist ﬂla[ﬂc,c]
Axiom.

3.8.2., C ist—A.
Z.8.%. C ist AvB:
2.8.4, C ist VT O(x"). o
. T T T
Z.8.5. T ist {r,]’i,...,rgne?t‘x,l’]...xgna(x,l’l,...,xgn)).

Die F&lle Z2.8.2. bis 3.8.5. erledigen sich wie die ent-
sprechenden Fdlle %.4.2. bis 2.4.%. bei Schiitte Eﬂ._

" %.8.6. C ist die uneigentliche rrimformel

(rf’l,...,r_;n &'a(t’}""’rn) . bann ist <{rea),(rea)>
ein extenslves Paar. ﬁ‘Lr alle i=«1,...,n, fir die © 4: 0
ist, seien <T],Ti > RE-¢ CJ—Kontruktlonspaare von
<(rea),{rea)>. hach %.%. ist &*ri < ¥ (rea). Nach
'Induktionsvoraus;etzung (IV) sind also die Forameln

Ai = [—-:(rea) (rr—:aﬂv**rr vrl fir alle i=1, ..,n mit
Ti+' 0 streng herleitbar. bin SchluBl (SE) liefert @ [ C C]

Y zur Rechtfertigung der gednderten Aiiomdefinition.
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84, Syntaktische Schiufiregeln

1 PR ,An ey B ﬂlit
Formeln Aq,...,ﬁn,B heiBt zuldgsiger SchluBMwernn gilt:
" 8ind Aq,;..,An herleitbar, so ist auch B herleitbar.

i

4,4, Definition: Ein SchluB 4,

4.2. pefinition: Zwei Herleitungen heifien struktur—
gleich, wenn sie sich in derselben Weise nach denselben Grund-
schluBregeln zusammensetzern, '

4.3. Definition: Sind A und B Formeln, so heifit A ==» B
ein regulidrer Schlull, wenn es zu jeder Herleitung von A
eine strukturgleiché Herleitung von B gibt. Man charak-

terisiert diesen Sachverhalt durch A ;gg?B.;

4.4, Fo}gerung; Ist A Egg?B ein regulirer SchluB und
ist A mit der Ordnupg m (streng) herleitbar, so ist auch B
nit der Ordnung m (streng) herleitbar.

Jeder regulire SchluB ist ein zhldssiger SchluB.

4.5. Satz: Jede Vertsuschung 2 [4,B] =ﬁ:2@2[8,ﬁ§|
ist ein reguldrer Schluf. . .
- -Beweig durch Induktian,ﬁach der Herleitungsordnung m von
' g}ELA,Eg bezﬁglich einer gegebenen Herleitung ¥3).

4.5.1. m = 0. Ist P°[4,B] Axiom, dann auch P p,al

4.5.2. m Y 0. Der letzte GrundschluB'S von é} ist ein
SchluB 8 der Gestalt P5[a.,B.] (fir gewisse 1) =
i ‘EEE[A,B]. Nach IV gibt es zu der durch é,gegebenen Herlei~-
. tung von 83§£Ai;BJ eine strukturgleiche Herleitung von
ps (B;,A] . Ein Schlud § fihrt zu R2[4,8], und man hat
‘eine mit strukturgleiche Herleitung vbn-ﬁ}z[B,A].

_ , i
4.6. Satz: Jede Substitution ({(a®) = OUb®) ist
ein reguldrer SchluB, wenn die freie Variable a® nieht in
Olauftritt, - : ' .
Beweis durch .Induktion nsch der Herleitungsordnung m von
(d{a%) beziiglich einer gegebenen Herleitung {3 von Jl(a®).
Man kann a4+ b° voraussetzen. - :
4.6.1. m = 0. Ist J(a%) Axiom, so auch (H(v%),
4.6.2. m » 0. Der letzte Grundschluf S von %} sei kein
SchluB (S2) oder (SE) mit Eigenvariabler b°. LT habe die
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‘ : ' o
Gestalt (X (2%) (fiir gewisse 1) “=> ({(a¥), wobei die
Nennformen CE so gewdhlt seien, daB a* in keinem [};
auftritt.fﬂach IV gibt es fir jedes i zu der durch %} ge—
gebenen Herleitung von Czi(at) eine strukiurgleiche Her-
leitung von {1i(bt), Mit 8 hat man eine zu %9 struktur-
gleiche Herleiturg von (JH(b%),

4.6,3° m ¥ O. Der letzte GrundschluB g vorn é} sei ein
SchiuB (82) oder {SE) mit Eigenvariabler b*, Er habe die
Gestalt Cﬁi(ar,bt) (fér gewisse i) == (J(aF), wobei
a" und b* in keiner der Nennformen (); auftreten mégen.
Es sei mun ¢ eine freie Variable # a®, die nicht in (¥(b%)
auftritt. Nach IV gibt es fir jedes i zu der durch fg ge—
gebenen Herleitung von Czi(a?,bt) eine strukturgleiche Her-
leitung von C}g(af,cr), und dazu wieder eine strukturglei-
che Herleitung von Czi(b?,ct). Fin SchluB S mit Eigenvari-
abler c© vervollsténdigt diese zu einer mit é} struktur—
gleichen Herleitung von- Ul(bT). '

o

4.7.8atz: Jede Mehrfachsubstitution

‘CX(5$1,...;a§h) = CX(b:ﬁ,...,b;ﬁ) ist ein reguldrer
3¢chluB, wenn die afﬁ,...,agn voneinander verschiedene
freie Variable sind, die nieht in (X auftreten.

Beweis durch Induktion nach n, n = 1. ‘

Der Fall n = 1 ist duPch Satz 4.6. gegeben. Sei jetzt:m > 1
‘und fh eine Herleitung‘von (]Ka?ﬁ,...,aé%}, Seien weiter

T z, . . . :
¢ilys..ycn freie Variable, die untereinander uné von den
1 n ’

af%,..a,azh, b:ﬁ,...,bﬁh verschieden sind und nicht in
auftreten. Nach IV gibt es eine zu g} struktgrgleiche Her—

i . s ¢
leitung {b von Lk(ciﬁ,.;.,c£§T1,a;ﬁ). Zu gibt es mnach
© Satz 4.6. eine strukburgleiche Herleitungn;afrvon
T Pt ) "
Cﬂécqﬁ,...,c£§T1fc§£), und zu £ibt es nach IV eine

. . i ‘{: 1- . T
strukturgleiche Herleitung *% von [X(b11,...3bn271,cnn).

i} . .
u éé gibt es nach Sabtz 4.6. eine strukturglieiche Eer-
leitung fb von Cﬂ(b11,...,bﬁn). 4%? ist aber asueh mit
%} strukturgleick, womit der Satz bewiesen ist.

4.8, Sats: Jede vschwdichung P[E] —— RIP 1] iss
ein regulérer'SchluB.

Bewels durch,indpktion nach der Herleitungsordnung m von
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@[A] bezugllch einer gegebenen Herleltung von Ji [Aj

4.8.1. m » 0. TIst [ [a] Axiom, dann auch gl[gDOLA]}

4.8.2., & > O, Der letzbte Grundschluf S von ’% habe
keine in p auftretende B,:Lgenvarlable. 8 ist von der Gestslt
g} [A] (fu:r' gewisse i). -’;?KE{A] Nach IV gibt es zu der
¢urch gegebenen Herleitung von 5)1 [A] ¢ine struktur-
gleiche Herleitung von BD [@QO [a, ]] Ein SchluB S:vervoll~
atandigt diese zu einer mit {9 strukturgleichen Herleitung
von LR [4]]. |
’ 4.8.3. m » 0. Der letzte GrundsehluB S von sei ein
Schluf (82) oder (8E) mit E:Lgenvarlablen, die in P auf~
tTeten. Dann hat S die Gestalt sz(a 100008 ) ST

n

q " die eiizigen Von--
o
einander verschiedenen KEigenvariablen von S seien, die in

‘Ozl(a ,...,aln ) ung in pq vorkozmnen. .Dle Nennformen CZ_L
i _

seien so gewdhlt, daB die ay ,.;.,él n;cht in (1 vorkom-
e

ny
fen. Es ist n; » 0 fiir ;]eﬁ&s i, aber Z 0y > ’], da sonst
_ der -Fall 4.8, 2 vorllegt ir jedes i selen getzt b ,...,b

_(fur gew1sse i), wobei die al gevigd

1n,
i
~ voneinander verschledene freie Vam_able die weder in OZ
noch in p[p {__ﬂ] auftreten. Nach Satz 4.7. gibt es dann
flir jedes i eine zu der durch ¢ gegebenen Herleltung von

a. (a 2o e ,al strukturglea,che Herleitung von

)
By
(I;(b o0 eads ). Fin Schlub 8 mit den Eigenvariablen

0y
liefert schlleﬁllch eine zu 6 strukturglei-~

che He:c'leltung von lp[po [A;U

4.9. Satz: Die spezielle Schnittregel
Fva, Fvapr = 7p ist eine zuléssige SchluBregel.
Beweis: Aus Fva folgt dureh’ Abschwdchung Fuv--4. Mit E‘ vh
und (Q’l) hat man Fva{Av+4), Abschwichung liefert '
P Vx —:(x v ~7x Yva(Aavaa), {(82) erlaubt die S%re;chung des
letzten Adjunktionsgliedes, und mit (85) hat man F.

i

b.‘,...,b

v



-3 -

€5, Der Extensionalititssats
5.1. Definition von o'~ s¢ fiir f‘% O3
5.1 rirg! sei fd1e Formel “ﬂ(r/l?s{i)vf—r(_ﬂrl'vﬂsq).
5.1.2, Fir t= (T ,...,T) sei r‘~s° die Formel

-7fo1...ng11 ((3:,i ,...,xgner )N(x ’1,...,X Tnest)).

' 5.2. Extensionalitfitssatz: Fir “C+ 0 ist die Formel

'Eé 5, Wyi= 21T~ s v 1 T )y A (sY)  herleitbar.
Beweis durch Induktlon nach dem Grad von OL(a%).
Induktlcnsvoraussetzung. E(r,i,s ,25") fur heliebige Aus—

drucke r,l,s,l, falls - d’-ezg(a ) < d"a(

5-201« -CB 1:

5.2.11. Ol(a') = &', _
B(e1,s, 00 ==(rt~ sV vty s? =
' ="1‘("')(If1 v s%v*r(*‘:r%#s“ Yyv= rly s
Nach S&tz 3.8.igind die Formelin ,
.‘:;!("I(I"I v s’]))v"'rr/E v s und "‘1‘(“7("‘11‘1\/—1’8’1))‘«’71‘1 v gl herleitbar.
Ein Schluf ($1) liefert E(rq,sq,@). -

5.2.1.2. Qah) == fahH.

Nach IV ist E(s’l,r’l,OLl) (s~ )V"!&'(S v C?f (=1
herleltbar. Vertauschungen und Abschwachungen l,lefern '
-1(1' ~5 )v-1—1011(r dv Oy (s’ ) o= E(I’ +8 ,Ol)

5.2.1.3. 9((&)=Ol(a)v02 (a)

Nach IV ist E(x',s', (L, ) = 7(r s )v*-;OZi(r )vOﬁi(s )
fur 1:1 2 herlel”tbar I}urch Abschwidchen erhidlt man
"1(::- ~ 8 )v—.OZ (::-) a (s)vaz(s) fiir 1:’1 2. -
Ein Schluf (S’!) llefert E(rq,s GZ)

5.2.1.4. Ol(ah ==V:ac‘S'OZ(x“, ).

Es sei a® eine freie Varlable, die nich‘c 1n E(r 8 ,Ol)
auftritt., Nach IV 1st““1(r ~g )V“‘!O{ (% ,T )vO{ (a? ] )
herleitbar Dureh Abschwachen erhalt man

'—T(r ~ G )v—zOZ (a% T )v deoz {xd,s)i) vl (8.6,51

Ein SchluB (SZ) erlaubt die Strelchung des 1etzten Ade

_ Junktlonsglledes, und ein SchiuB (32) mit Elgenvarlabler
a® liefert E(r ,s , L)

5:2.1.5. OL(a'y - (zm(a )eresT(a) e
?L}(q‘i...xmmaﬂ(x]’l,...,xmm a')), wobei die 5":...,8“

1
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-einstellige Nennformen uxid‘ T(a Yy e ..,X (a ) Ausériicke

der Typen O”i""’dql sind, Nach IV ist E(r ,s ,CZ) =

_-1{r~5 )va? (Zf'(r ),o..,?y(r 3y,r ) OZ (Zf (s ),...,X (s ),s )
herleitbar. Zwei Schliisse (S4a), (Sub) 1lefern E(r - ,C?,)

5.2.1.6. @i(adi) = (?T (a ),...,Z{'(a )eb ), wobei b eine
freie Variable vom Typ (o’,l,... ,6m) 1st die ?f:t,,a' ein-

stellige Nennformen und Ef (a ),...,D"(a ) Ausdriicke aer
- Typen 6,,.. .,6 sind. "

52161 Ist nun =(O,...,O),sc tritt al in
ah(a ),...,,a" (a ) nicht auf, es ist OZ(I’ Y = Ol(s )} und
E(r ,51,(1) naéh Satz 3.8. herleitbar.

5.2.1.6. 2 Ist aber & & (0,...,0), so seien igsenssiy
genau die Tndizes mit 6’. ,...,0’1 + 0, Flir i = Lgseeeniy

© ist dann ab(r ) = ﬂ(s ), es 1stkalso <Ol(r Y, Oi(s ) >

" ein extensives Paar. Fur 1 = i, "“’1k seien

(3“ (rl]) K(S Yy E(rl,s ,O{)--Kontraktlonspaare von

<O£(r ) OH )> Nach IV (vgl.3. 3 ) s;Lnd die E‘ormeln
(r g )v-a@ (r )v’é’ (s ) und "r(r ~g )v-;Zf(s )va'(r )

herleltbar. Durch Abschwachen Hehdlt man

A, = E(r ,s D v A a" (r )v?f (81) Cund

B, = E(r .S ,OL)\,-—;'J (s )v?)”(r Y flr i 11,...,3%.-
Das asind dle Prama,ssen eines Schlusses (SE) mit der Kon-
klusion E(r ,s, on.

s

Also ist B(r%,sT, 0D fur z=1 herleltbar.'

5.2.2. T= (z:l,...,?:n).' E(r s‘,(}:)
"!“?VX‘,?!..VXEH'T((X,I"“...,thér )N(x ,..‘.,xgn s )) v
vi(r®) VO?,(S ) . ‘ .
5.2.2.1. (a®) = (% ,...,t ‘“neat ¥,wobei arnlcht in

,den Ausdrucken t 1 ,...,t n auftritt. Die Formel

ﬂ((t &ert) ~(t est)) v—r(ter’:) v{tesT) ist von der Gestalt
Sz ~sq) varovs, und pach 5.2.1.7. herleitbar., Abschwa— :
chung und Vertauschung fiihert zu

Vx,l’l..\/x n-v((x,k’],...,x ne rt) N(X;‘i,...,x%esr)) v
w105 V(?l(s")v-z((t Tyeostine 2t D~ (631,00t e 8T
(82) erlaubt die Stre1chung des letzten Adaunktlonsglledes,

und mit zwei Absch¥ichungen hat man E{r F,s%,00).
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7@7(::1 )
U{ (a }v(f{ (a ). !

5.2.2.2. ab)
5.2.2.%, Cl(a%)
5.2.2.4, (&) Vx607(X6 Td

5.2.2.5. (&%) = (3, (a°>,...,a (a) e

RX,(? Teeex m(‘f (X ...,x;m aty), wobe1 J ,...,T einstel-
lige Nennformen und O {a¥),... 5 (a ) Ausdrucke der Typen
’l""’ﬁm sind. :
5.2.2.6. Cl(at) = (5A(af),...,ah(af)egbb), wobei b
eine freie Variable + a” vom Typ &= (61,.. Ne3 o) ist, die
a’i”"’@m einstellige Nernformen und Cf (a%),.. 5m(af)

Ausdriicke der Typen 6 '°°‘5m sind. Dabe1 kann €= T gein.

n

H

Die Fille 5.2.2.2. bis 5.2.2.6. erledigen sich wie die
entsprechenden Fille 5.2.1.2. bis 5.2.1.6. fiir ¢= 1.

5.2.2.7. U(a%) = (I,(a"),...,0 (a") e a"), wobei
(f',t ye e ,Tn) ist, die ?5% . ,Ef eingtellige Nennformen

und K(a Yyouo 3 (a%) Ausdriicke der Typen T,,...,7, sind.

Es sei <% eine Nennform, die durch

Bt (Zf(r“‘),...,?f (rt)é*’) definiert ist, so daB

B r®) = Ol(rT). Fur die Nennform L5 18t jetzt der Fall

5.2.2.1. anwendbar, so daB E(r¥,sT,J%) =

a(r wst)v‘:&g(rc) v J3(sT) herleitbar ist. L3(st) ist die

Formel (?f (r™),... 21 (r*)e s%), Die Nennform L. sei defi-

niert durch L= (2}”(* ‘,,...,2)) (k YesT), so daR

LT = Bs?) una L(sf) O?(ST} gilt. Ist-jetzt
1:elne freie Variable, sc ist der Fall 5.2.2.6. anwendbar.

"Ist aber sT = Axf?...xﬁn@l,}(x?’é,. ‘e ,xgn); 80 ist der Fall

2+2.2.5. anwendbar {jedesmal beziiglich der Nennform . ).

In beiden F&llen erhi#lt man

E(r%,8%, L) aa(r ~s") v1L(r%) v (7). Aus den Formelp

B{r%s ,02‘3) und B(r®,s%, ) gewinnt man durch Abschwichen

und Vertauschen

'I(Irf'»-"st) va Gy v T1(sT) v (sT) und '
AT s v G v (T{sE ) v cﬁ}(st). Daraus ist mit der
spezieller Schnittregel 4.9 E(r%,s%, ) herleitbar.

Jetzt ist der Extensionslititssatso volisténdig pewiesen.
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KAPITEL T1: SEMANTISCHE CHARAKTERISILEUNG DER STRENGER
HERLEITBAREKEIT

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Semantischen
Hauﬁtlemmas in §8: Ist die Formel F nicht streng her—
" leitbar, so gibt es eine Semiwertung V mit VF = F. Die
Umkehrung, eine Art FKonsistenzsatz, gilt ebenfalls,
wird aber hier nichi gebraucht.

{vel. Schiitte Eﬂ €.5.,6.6. und Thecren 1)

86. Klassifikation von Formeln und Formelteilen”

&.1. Fir jeden Typ 7 sei eine Abzdhlung aﬁ;aa,aﬁ, .
aller freien Variablen sowie eine Abzihlung r%}ra,r,,...
aller Ausdriicke vom Typ * gegeben. Nach 1.8. ist die

Menge aller Ausdriicke abzihlbar.

6.2. Defipition: Ein extensives Paar (vgl. 1.18;)

<i(r§ﬁ,...,rﬁﬁe&a(bﬂ""’ n)) (s ,...,siﬁs&a EH""’th))
der Formel F heiBt sbgesdttiegs, wenn F die Gestalt
&)4I1(rxca) (se‘a),rr '8 ] oder

é?giw(rc_a) (sa-a),vs JTa j hat, wobei <.rl,§#“ ein

P-Kontraktionspaar von < (rea),(s=a)y ist. {vgl. 1.21.)

6.2.Definjition: Eine Formel heiBt extensiv, wenn sie
wenigstens ein nicht-sbgesittigtes extensives Pasar besitzb.

6.4, Definition: Sei F eine extensive Formel und sei
<(rea),(sea)> das in F an erster Stelleauftretende ™
nicht-abges8ttigte extensive Paar von F. Dann heiBen alle
Formeln

Fv-:fz‘ii \/éul urid FV"!’S\;VIT;_
Eontraktionen von F, wenn <f£;;§;t?'F~Kontraktiohspaare
von <(rea),(sc¢ad)y und die in 1.19.2. erwirnten freien

% vel. schiste (3] 5. \
2 Man ordne zuerst nach dem lipken, dann nach dem rechten

Teil der extensiven Faare von F.
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. < & 7
Variablen aiéq,...,ai;k jeweilg'die ersten der entspre-
chenden Typen sind, die nicht in P auftreten und vonein—
ander verschieden sind.

6.5, Deflnltlon- Fine unelgentllche Prlmformel P heiflt
- freier Teil von F, wenn gilt:

P oder 1 F ist Positivteil von F, und es gibt keine FPormel
A, so daR <A,P> oder <P,A> abgesittigtes extensives
Faar von F ist.

6.6. Definition: Die reduzibles Teile einer Formel ¥
sind alle Fositivteile von F der Gestalt

+(A vB)

~Vx FCL(x)

(r ,...,rnnc.A21 ve X n(ﬁ(x 1,,..,x n))
q(r ...,rzhc”»x11...x n<X(x .,...,xnn))

6©.7. Definition der Reduzierten C* eines reduziblen
Teileg C- einer Formel F

6.7.%1. mA und -B sind Reduzierte von —{AvB),

6.7.2. 10i(a¥) ist Reduzierte von Vet (XYY, wenn ab
in der gegebenen Abzéhlung.der freien Variablen die erste
ist, die nicht in Ol auftritt,

6.7.5. (ﬂ(rgﬂ,...,rgh) ist Reduzierte von
(AT: ...,rgnc Axfﬁ...x nfw(x ,...,xéh)).

G.7 .4, ﬂCKr C ey rgn) 1s?_ReduziErte von
7(: ,..,,rTh:;Ax1 ...Xgh(j(x{1,...,xgn)).

6.8, Definition: EinerFormel heiBt reduzibel, wenn sie
wenigstens einen reduziblen Teil hat.

6.9. Definition: Sei F = D}B{] eine reduzible bormel
und C der in P an erster -Stelle auftretende reduzible Teil
von F. Dane heiBit jede Formel ﬂ?[@_ eine Heduktion von F,
wenn C* eine Reduzierte von C ist.

©.90. Definition: Die kritigchen Teile einer Formel F
sind alle Positivteile von F, die die Gestalt VT ((x%) heben.

6.11. Definition: Eine Formel hoiBt kritisch, wenn sie
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wenigstens einen kritischen Teil Hat

6.12. Definition: Ist F eine kritische Formel und sind.
b%fﬁ(]%(xf1),...,Ex;ﬁiﬁg(xgﬁ) die kritischen Teile von F,
80 sel die n~te Abschwichung von F diejenige Formel, die
aus F durch Adjunktion aller Formeln Cﬂ (rti) fur’
i=1,...,m und k=1,...,n hervorgeht. Dle Relhenfoige der
Adaunktlonsglleder sei irgendwie normiert.

€&.1%. Definition: Eine Formel heift primitiv, wenn sie
weder extensiv noch reduzibel noch kritisch ist.

©.1%. Lefinition: Der Reduzibilititsgrad 3 einer For-
mel P gei die Summe der Grade aller reduziblen Teile von F

6.15. Definition: Per Extensionalitétsgrad EF einer
Formel F sei die Summe der Grade allerp freien Teile wvon F.

6.16. Hauptlemma iiber Grade:
6.16.1. Ist G eine Reduktion der reduziblen Formel ¥,
80 ist oG =« SF'

6.16.2, Ist G eine'Kontraktion der extensiven Formel F,
s0 18t £G « g£F,
Bewelis:

6.16.3., Sei G eine Reduktion der reduziblen Formel F.
Seien Rq,;. R, die xeduziblen Teile von F in der Reihenfol-
ge ihres Auftretens in F. Ist P = @QfR%} so ist G = ﬁ)LR{]
wobeid 81 eine Reduzierte von R.t ist. ¥ach 6.7. und
3.4., 3.5., 3.6., 5.7.,iat KR > 8&1 2 0. Damit gilt:

3F = yR, +-}§EZBVR o :H LJR > §G, demn G hat
héchstens dléuredu21blen Teile k%,R?,,..,Rm.

6.16.4, Sei nun G eine Kontraktion der extensiven For-—
'mel F. Seien F1 ..,F die freien Teile wvon F, und sei
<TF13¢2>- das an erster 3telle stehende nichtabgesittigte
exten31ve Faar von ¥, ¢ hat dann die Cestalt

F V1F1 2 oder Fv*1ﬁ2v 31’, wobei <CF F27>eln F-¥Kon- -

1 Diese Definition weicht von Sehittes Definition 5.3,2.

in [?j ab.
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traktionspaar von_<fF1,F2f> ist.1Dam£P ist <fF7,F27> in G
abgesittigt. Nach %.%7. ist X'Fi >y # 0 fir i=1,7.
Damit hat man:

o B
EF = yF,+ ¥F, Jr%;d]?/L P SRR n@gﬁ; > £G,
denn G hat hichstens die freien Teile Fq,F2,F3,..;,Fm.

§7. Deduktionsfiden

7.1, Definition:
Bin Deduktionsfaden Zl(F) einer Formel ¥ ist eine endliche

cder unendliche Folge FQrFquQ’--- von Formeln mit folgen—
den Eigenschaften:

7.0, FO ist F.

7.1.2. Ist Fn Axiom oder primitiv, so sei F ietzte PFor-
mel von ZAA(F). ) _ ‘

7.1T.%2. Andernfalls sei Fn+1 durch folgegdes Schema gegebeq:

n=~0
Fn ist Kontraktion
Klassifikation | von F__, F {'st Reduktion
von Fn _ Fn ist n-te Ab- VOon Fﬁ~i
schwachung von Fn~1
En+1 seil eine n-~te
_ . Abschwidchung von Fn’
extensiv, falls Fn kritisch ist,
nichtreduzibel FL.q sei eine andernfalls eine
Kontraktion von F_. Kontraktion von F_. -
. 7 - . T n n” &
extensiv,
reduzibel o i s
@ ﬁl’l—l»/‘ €l eline
1 Reduktion wvon Fn.
nichtextensiv, Fn+1 sei eine
reduzibel _ Reduktvion wvon FP.
nichtextensiv, Fn+1 sei eine n-te Fr 4 sei eine n-te
nichtreduzibel || Abschwichung von F_.| Abschwichung vod P
i (7-\11 It
N | & &
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7.2, Bemerkung: Man hat zur Erzeugung eines Deduktions-
Tadens im Turnus folgende Operatiobhen auszufihren:
Kontrahieren so oft wie mdglich, reduzieren sco oft wie
mdglich, dapn einmal abschwichen.

T Satz: Ist F nicht streng herleitbar, so gibt es
einen Deduktionsfaden /A(F) = F_,F,,F,,... ohne streng
herleitbare Formel, insbesondere ohne Axiom.

Beweis durch Konstruktion eines solchen Fadens (Induktion
nach n). _

FO ist nach Voraussetzung nicht streng herleitbar. Seien
aun Fo’F1’°“’Fn nieht streng herleitbar (n = 0). Lann ist
entweder Fn primitiv, somit letzte Formel, und man hat
einen Paden ohne streng herleitbare Formel, oder es gibt
'Fn+1‘ Wire nun jedes migliche Fﬁ+1 streng herleitba?, S
ware auch Fn streng herleitbar, im diderspruch zur IV,
denn:

7eBsla Est'Fn+1 n~-te Abschwichung von ¥ 50 kommt man
mit endlich vielen Schliissen (32) zu Fo.

nl

7.3.2. Iat Fn+1 eine Reduktion von Fp, so kommt man von
allen Formeln F . durch Schlisse (81), (82) oder (84) zu
Bn.

2 2
7.%.3%3. 1Ist Fn+1

von allen Formeln ¥

eine Kontraktion von Fn, g0 kommt man

nsq durch einen SchluB (8SE} zu B

Also gibt es fiir jedes n ein F,,, das nicht streng herleit-
bar ist.

Tie folgenden Lemmata 7.5, bis 7.9, betreffen Higenschaften
von Beduktionsfdden und bereiten das Semantische Hauptiemma
in §8 vor. Sie zelgen, grob gesagt, daB in einem Deduktions-—
faden ohre Axiom nach oben hin immer wieder kontrahiert, re-
duziert und abgeschwicht wird, wenn extensive, reduzible
oder kritische Formeln auftreten.

7.4, Fur den kest von §7 sei F eine nicht streng herleit-
bare Formel und A{F) ein Deduktionsfaden von ¥ ohne Axiom.

7.5. Lemma:“ .
7¢5.1. Ist A eine (eigentliche oder uneigentiiche) Prim-

formel und ist A oder <A Positivteil von F , so ist A bzw.

4 auch Positivteil von Fn . falle Fn4+l existiert,
+ .
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7.5.2. Iat < A,B> ein evtemsives Paar von F,, dann
auch von P_ ., fallsg F existiert.
u+1 n+ 1

7.5.%. Ist A ein reduzibler Teil von F_ und geht £ 4
nicht dadurch aus Fn hervor, dal A durch eine weduzierte

A' von A ersebzt wird, so ist A auch reduzibler Teil von

Fiil-r’l -

Tieses Lemma Tolgt unmittelbar sus der Definition elnes
Deduktionsfadens.

7.6, Lemma: )

7.6.17. Ist Fn+3 eine Kontraktion von Fn‘ dann gibt es
ein s > 0, 5o daB fir 0% & < 3 P&y eine Kontraktion
von Fn¥6 und Fn+s nicht-extensgiv ist.

Beweils durch Induktion nach dem Extensionalititsgrad & F
von En+1: : 7

Ist aE'm,i = 0, so erfillt s = 1 die Behaupbung. lst aber
Ean+137 0, 80 1ist Fn+? extensiv und nach 7.1.3. Fn+2 eine
Kontraktion von Fn+1' Nach dem Hauptlemma iiber Grade ©€.16.2.
ist € F < EF Nach IV gibt es daher ein s'>~0, 80

) n+e
daR flir 0£ o =

n+4

n+d’
] . .
=] F(n+1)+6+? eine Kontraktion von F(n+1)+6

und'F(n+1)+S nicht-extensiv ist. s = s'+ 1 epfilllt die Be-
hauptung.

7.6.2. Ist ¥ . eine Reduktion von #.» dann gibt es ein
s >0, so daB fiir 0= 6 < s F_ .
n+G+7]

Fn+6 und Fn+s' nicht-reduzibel ist.

Beweis durch Induktion nach dem Reduzibilitdtspgrad @ Fn+1
von F analog zu 7.6.1. unter Beniitzung von 6.76.7%..

eine Reduktion von

n+1?

7.7. Lemma: )
Ist <A,B> ein extengives Faar von Fn’ dann gibt es ein
mzn, so daB < A,B7> abgesBttigtes extensives Faar von
Fm ist.
Beweig: Ist < A4,B > in F, abgesdttigt, s0 erfillt m = n
die Behauptung. Hel alsc < AB in Fn nicht-abgesittipgt.
Dann ist FD extensiv, und im Schema 7.71.%. milssen die Fel~
der CD ,C) und (:) betrachtet werdern.
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o7 Feld*(} CD- Fn+1 sei eine Kont?aktlon von Fn.
Nach Lemma 7.6.1. ist F is nicht-extensiv fir ein s> 0.
< A,B> ist nach Lemma 7 5.2. auch extensives Paar von B

+5
ungd . in Fn +s abgesittigt.
Y.7.2. Feld (:) F .7 sei eine n-te Abschwichung von Fo
< 4,B7> ist nach Lemma 7. 5.2. auch extensives Paar von Fn 1

wir befinden uns mit ¥ “n+% in Meld (i}. 7.7.7. zeigt, daB
es ein m > n+l mit der gewinschten Eigenschaft gibt; dieses
m erfliilt die Behauptung.

7.7.3. Feld (:): Fn+1 sel eine Reduktion von Fn. Nach
Lemma 7.6.2. ist Fn+s nicht-reduzibel fir ein s> 0. Ist
Jetzt Fn+s kritisch, so ist Fn+s+? eine (n+g)-te Abschwi-
chung von Fn+s’ andernfalls eine Xontraktion von F vt
Nach Lemma 7.5.2. ist < A,B > auch extensives Paar von F
und wir befinden uns mit F___ in Feld (1) oder in Feld @)
7.7.7. und 7.7.2. zeigen, dal es jedenfalls ein m > n+s mit
der gewlnschten Eigenschaft glbt dieses m erfillt die Be-
hauptung.

7.8, Lemma: _
Ist A reduzibler Teil wvon Fn,'dann gibt es ein m > n, so
daB eine Reduzierte A" von A Fositivteil von Foist.

~Beweis: Im Schema 7.1.2%2. kommen nur die Felder (:), (:) und
(:) in Frage, da FIl reduzibel ist.

_ 7.8.7. Eeld (:): Fn gel extensiv, Fn+1 eine Kontraktion
von Fn. Nach Lemma 7.6. glbt es ein s > 0, so daB fiir

e 3 - 1 "‘
0= &< g n+6+1,e1ne Kontraktion wvon Frs und Fn+s
nicht-~extensiv ist. Nach Lemma 7.5.3. ist A auch reduzibler

Teil wvon Fn+s‘ wir befinden uns mlt F n+s in Felad (:)

7.8.2. Feld (:) (:} FF1361 eine Reduktion von F . Nach
lemma 7.6. gibt es ein s> 0, so daB F i nicht- reouz1be1
ist; somit kenn A kein reduzibler Tell von F +s sein. Nach
Lemma 7.5.3%. muf 4 2zwischen Fn und F D4 e1nmal durch eine
Redu21erte A" von A ersetzt worden sein. Es glbt also ein
4 mit D<@ < s, so daB &' Positivteil von F_.eist.
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7.5, Lemma:
Tst VxCOlixT) kritischer Teil veon F,. dann gibt es zu
jedem n Z kX ein m 2 n, so dal Fm41 m-te Abschwidchung von
Fm ist. o ’
(Insbesondere ist ein Deduktiornsfaden ohne Axiom unendlich
lang, wenn er eine kritische Formel enthils.)

Beweis: Nach Lemma 7.5.4. ist \/ﬁrCR(xE) auch kritischer -
Teil wvon Fn' Im Schema kommen alle Felder in Frage.

7.9.1. Feld (3), Peld (€) und Feld (E): -
m = n erfiillt die Behauptung.

2.9.2. Feld (I}: F, 'sei extensiv, F__, eine Kontraktion
von Fn. Nach Lemma 7.6.71. ist Fn+s nicht-extensiv fir ein
s > 0, und Fn+ ist eine Kontraktion von Fn+"—1' Da nach
Temma 7.5.4. VxZT{xT) auch kritischer Teil ven F ist,

iy n+s
befinden wir uns mit Fn+s in Feld 2} oder in PFeld

©2
7.9.3. Feld (2), Fela (5): P, sei reduzibel und F,_ .
eine Reduktion von F,- Nach Lemma 7.6.2. ist Fn+s nicht-
reduzibel fiir ein s » 0. Da mach Lemma 7.5.4. VxT(x©)
such kritischer Teil von F ist und da F eine Reduk-
n+s n+ s

_tion von P o1 1st, erfillt m = n+s die Behauptung.
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§8. Semiwertungen, fotale Wertungen und das
Semantische Hauptlemma

8.1. Definition:
Eine Semiwertung ist eine Zuordnung V von héchstens einen

Wahrheitswert VP aus {wgf} zu jeder Formel ¥, die folgenden
Bedingungen genigt: '

8.1.1. Ist V(=248) = w, 50 ist VA = f+
8.1.2. Ist V(q4) = f, so ist VA = w.

8.1.%. Ist V(AVB) = w, 5o ist VA = w oder VB = w.
&.1.4. Ist V(AvB) = f, so ist VA = £ und \('B = f.
8.1.5. Ist VWx*0U{xE)"

mit VOULT) = w. D
8.1.6. Ist ¥Wxt Q(z7T)

husdriicke r¥. )

1

w, so gibt es einen Ausdruck r‘

f, so ist VO {r®) = £ fir alle

8.1.7. 1Ist V(rfﬁ,...,rEﬁeﬁleﬁ...xghCE(xiﬁ,...,xEL)) = W,
. T T

so ist VCE(r11,...,rnn) = W.
‘8.1.8. Ist V(rg%,...,fghezh_xﬁ%...xghﬁf(xfa,...,ggh)) = T,

so ist VOUr{l,...,rfn) = £.

8.1.9. Ist , _
<i(r$ﬁ,...,r;nééa(t}""'Té)),(siq,...,sggéﬁa(t]""'Lh))j>
ein extensives Paar und ist V(rea) + V(is€a), so gibt es

ein Kontraktionspaar <:§1,§1?> von <(rea),(sea)l> mit
Vr; § Vsy. '

8.1.10. Bemerkung:
e letzte Bedinpung 8.1.9. heilit Extensionalitétsbedingung59

1y Takahashi fordert in Ed sogar die Existenz einer freien
© Variablen a% mit VOJ(a?) = w.

Z) Tie Extensionalititsbedingung ist von Takahashi in (8]
fir den Sequenzenkalkil GLC mit Extensionalividt formu-

liert worden.
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8.2. Lefinition:
Eine totale Wertung ist eipe Zuorlinung ¥ von genau einepm
Wahrheitswert #F aus {w,f} zu jeder Fermel ¥, die den Be-
dingungen 8.1.1. bis 8.1.9. genigt. '

8.%. Semantisches Hauptlemma:

Ist die Formel F nicht streng herleitbar, so gibt es eine
Semiwertung V mit VF = L.

Beweis: Nach 3atz 7.7Z. gibt es zu jeder nicht streng her-
leitbaren Formel P einen Deduktionsfaden /X(G) B’”i F
ohne Axiom. Kine Semiwertung V kann mit Hille von 4§(F)
folgendermafen definiert werden:

Dae -

8.2.1. :
Vh:e {w, wenn A als Positivteil in AA(F) auftrits,

f, wenn A ais Positivteil in ANF) auftrits.
Tritt weder A4 noch 7A als Positivteil in A(F) auf, so
sei VA nicht definiert.

8.%.2. Nachweis der Bedingungen'8.4.1. bis 8.1.9. fiir V:

o B.zx.2.1. Ist V(94) = w, s0 ist A Positivteil (PT) in
A(F). Tann ist aver auch A PT in A(F) und somit VA =
8.2.2.2. Ist V(74) = [, so ist <4 PT in A(F) und VA = w.
8.2.2.%. lst V(AvB) = w, so ist <{4vB) PT in /A\(F), etwa
in Fn‘ Kach Lemma 7.8, gibt es ein m > n,so dal -A oder —B
FT in Fm ist. Tamit ist VA = w oder VB =
8.%2.2.4. Ist V(AvB) = f, also (AvB) ET in A(F), so sind
A und B Posibtivieile in Z}{F,, und esg ist VA = VB = F,
8.2.2.5. Tat VVx" OUxT) = w, so ist Vs OUxT) BT in
A(F), etwa in F_. Nach Lemza 7.8. gibt €s ein m > n und eine
freie Variable a®, so daf +Ol(a®) PT in A(F) ist. Damit ist
VOl(at) = w. - ,
8.2.2.6. Ist v VxFOUs®) = £, so ist VxTOUxT) BT in
ZX(FX, ebwa in Fk. Nach Lemma 7.9. gibt es Flir jedes n
> k) ein =m = n, so daf Fm ; m-te Abschwichung  von F
ist. Nach Lemma 7.5. ist Vitiﬂ(yr) such Positivteil in F
P .1 eothélt also insbescdere alle Formeln (ﬂ(rf) mit
1<% 1 %n als Adjunktionsglieder,d.h. als P051t1vtelle. Pa
dies fir alle n > k giit, ist V(R(rg) = f fiir ‘alle n.
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8.%3.2.7. Ist V(rgﬁ,...,:gh eqﬁxﬁa...Xéh{Y{XEH,...;xzh))
= w, 80 ist 7(r}3,...,r§£e&ﬁx€§...Xgh(?(xi1,...,x;£)) PT in
ZN(F), etwa in Fo. Na<h Lemma 7.8. gibt es ein m>n, so da8
2Oz, . .,oin) PT in F_ ist. Also ist voi(rfl‘"i,...,r;n) = w.

8.2.2.8. Ist V(rj1, ..,rThc—aXﬁ...:‘;Encf((x,?\,...,x;fn))
= f, so erhdlt man ebenso VCX(r syevs,D 0} =

8B.%5.2.9. Ist
<f(r1 ,...,r nea (LQ’ st n>) (s 1, ..,égnssa(t%""’zﬁ))j?
ein exten31ves Paar und siwsa V(re;a) =w, V(ssa) = £, so
sind = (rea) und (sea) Positivteile in A(F), etwa in F,
und F). Nach Lemma 7.5. ist %:(r a),{(s a)> extensives
Psar von F, fir n = max (i,k). Nach Lemma 7.7. gibt es ein
m»n, so dafl < (rea),(sea)> abgeséttigtes extensives
Paar von F_ ist. F hat also dle Gestalt Ep Ewrl,s j oder
%jzgvsl,r j wobel <frl,s > ein Kontrakticnspaar von
<(rea),(sea)> ist. Damit ist jedenfalls Vrl + Va .

8.3%3.%. V ordnet jeder Formel A héchstens einen Wahr-
heitswert zu.

Beweis durch Induktion nach dem Grad von A.

8.3.%.1. Sel A eine eigentliche Primformel. Hitte A in
V die Werte £ und w zugleich, so gibe es P, F, in AR
mit A PT in Fi, A PP in Fk. Mit Lemma 7.5.1. wiren A und
-+4 Positivteile in Fn mit n = max (i,k), d.h. Fn wire Axiom.
8.32.3,2. Ist A keine eigentliche Primformel (aHA ist
dann > 0) und hat A die Werte w und f zugleichk in V, so
gibt es pach 8.1.1. bis 8.1.9. und 8.2.2. eine Formel B
mit KB < XA die ebenfalls in V die Werte w und f zugleich
hat. Widerspruch zur Induktlonsvoraquetzung.
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KAPITEL IT1: SCHNTT'TELIMI“KI’ERBARKEIT

Ziel dieses Xapitels ist der Beweis des Satzes von Takshashi
in § 13, asus de® zusammen mit dem Semantischen Hauptlemma
aus § é die Schnitteliminierbarkeit folgt: Jede herleitbare
Formel ist streng herleitbar.

Die Regriffsbildungen lehnen sich zunichst an Takahashi [?]
an, folgen dann einer von Schitte stammenden vereinfachenden
Modifikation 5] uné néhern sich damit den Ausfiihrungen von
Prawitz {?].

An allen Stellen, die die Extensionalitdt bebreffen, beste-
hen Abweichungen von den ebel genannten Arbeiten. Das ist
besonders bei der Definition der V-Korrespondenz in 11:.3%3. .
und beim Nachweis der Extensionalititseigenschaft 8.1.9. fir
C,DE in 11.1. der Pall.

V sel eine Semiwertung nach 8.1,, die fiir die §§ 9,10,11
fest bleibt.

£ 9. V-Komplexe

Das Zeichen g stehe im folgenden fiir die metasprachliche
Element~Relation. Eine Verwechslung mit dem Zeichen fur den
Extensionalit&bsgrad einer Formel (aus § 6) ist nicht niég-
lich, da dieser nicht mehr gebraucht wird. Das Zeichen & ist
als Grundzeichen des formalen Systems bereits verbraucht.

9.1. Induktive Tefinition der Menge K* der V-Komplexe
vom Typ T." K
9.1.1. [z°,0] £ x°.
S.1.2. Ist qu = w oder nicht definiert, so ist [r1,i]€,Kq.

Ist qu = T oder picht definiert, so ist [%1,{}£_Kﬁ.

PO s
% Ist ;5t,p?] ein V-Komplex, so ist p "ein miglicher Wert

von r!" in der Terminologie von Frawitz {??.
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9.1.3. Plir 7= (T,,...,7) gilt:
Tst - p¥ eine Teilmenge von K“ix.. *¥'n  mit der Elgenschait'

T r r W
V(r4¢,...,rnnear Y = {f

T TN &
- <§ Tyees,C n:> P
Cfi= bfiJfﬂs;K% ﬁ;ﬁ..u,n)//J ! s
so ist [rr,pr]&_Kr. ‘ 7

9.2, Bezeichnung: |r%,p"] sei ein eindeutig bestimmber
Name fir den V-Komplex [r?%,pt]&KT. Er kann nur bedingt
" als neue . EKohstante - aufgefaﬁﬁrwerdenaﬁ

9,%, Definition: Ein V-Ausdruck vom Typ ¥ unterscheidet

sich von einem Ausdruck vom Typ © dadurch , daf anstelle
freier Variabler von Typen # O HNamen von V-Komplexen glei-
cher Typen auftreten diirfen. Kbenso unterscheiden sich
V-lHormeln von Formeln. o : 1

9.4, Bezeichnung:
E"Ctﬁ

fiir V-Ausdriicke vom Typ T,
at,bt,c-  fiir freie Variable und Kamen von V-Komplexen

vom Typ T.

9.5, Definition: V~Ausdriicke {V~Formeln), in denen keine
Namen von V~Komplexen auftreten, heiBen echte Ausdriicke
{echte Formeln).

9.6. Definition: Der Grad xrr eines V-Ausdrucks r° be-
stimmt sich nach 7.1., wobeil hamen von V-Komplexen wie frele
Variable gleicher Typen behandelt werden.

9.7. Definition: [ie Lipmse 1lr" eines V-Ausdrucks r-  sei
die Anzahl der in r° auftretenden {nicht iiberstrichenen) lo-
giséhen Zeicken. Variable und Namen von V-Komplexen haben
die Lange O. '

9.8. Deflnztlon von Q)r fir jeden VuAusdruck rt vom
Typ T: q%r“ gehe aus rT dadurck hervor, daB jeder in r” vor~

kommende NMName [s s f] eines V—Komplexes durch sé ersetzt wird.

g 1.8810,15, sowie [?] 3. %,
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Folgerungens

9.8.1. Tiese lefinition hat such fiir Teile yor V-Aus-
driicken Sinn, so ist etwa (D1VXEQZ(XL) = E/th)TCE(Xi).

G.8.2. Fiir jecen V-Ausdruck r“ vo- Typ 7 ist ¢Hr° ein
echter Ausdruck vom Typ [

5.8.%2, Ist CT = [rt;pt ein V-Komplex aus K% und (¥ (r?)
ein V-Ausdruck, so ist CX(CF) CD1(X(I )

& 10, Klassifikation von V~Formeln.
Erweiterung des Herleitbarkeitsbegrilfs.

Man Rann die Namen der V-Komplexe als eine Art neuer Konstan-
ten betrachten; damit erhdlt man eine zu §1 analoge Kiassi-
fikation der V-Formeln. Zur Unterscheidung sollen die ent-
sprechenden Begriffe jetzt mit dem Pr&fix "V-" versehen wer-
den. .

Man beachte die Art der Finteilung der V-Primformeln in
V~eigentliche.und V-uneigentliche Frimformeln!

10.1. V-Frimformeln sind:

10.71.1. alle freien Variablen und Namen von V-Komplexen
vom Typ 1,

10.1.2. aile V-Formeln der Gestalt (r% 1,...,r neat),
wenu a® eine freie Variable oder der Name eines VuKomplexes
vom Typ © = (C ...,Zn),lst.

10.2. V-uneigentliche Primformeln sind alle V~Formeln der
Gestalt (r?ﬂ,...,rfne&at), wobei a- gine freie Variable
vem Typ ¢ = {z,, ..,I’) £ (0,...,0) ist. (Wirden die Kamen
der V—Komplexe ganzllch wie Konstanten behandelt, so miBte
man an dieser Stelle flir a% auch den Nemer eines V~Komplexes
zulassen;, vgl. FuBnote 2 auf 3,4 .Dann wiirden aber die Fol—
gerungen 10.%. bis 10. 5. }1nf0111g )

10.2.1. Alle fibrigen V- Prlmformein heiBen V-eigentliche
Primformeln.

Alle ilibrigen ¥lassifikationen aus §1 kdnnen unverindert
auf V-Formeln iibertragen werden.
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rinfache Folgerungen flir V-extensive baare und ihre V-
Kontraktionspaare: o IR

10.2. Ist (:(r,f’] g as ,1-;11& at) ,(S,';"i e ,S;;Ilé a° ):}" ein
V-extensives Paar, so ist <fd)1(re:a},ip}(se a) 7 ein ex-
tengives Paar nach 1.18..

10.4. Ist < T,,8,» ein V-Kontraktionspaar des V-exten-

siven FPaares <(rc’:a),(séa)\7 , S0 ist <®1%!®1%> eir
Kontraktionspaar des extensiven Faares < 1(r6&a),(P1(se;a}>
nach 1.19.. )

10.5. Ist <f(re;a),(se&a)>> ein V-extensives Faar und ist
/;\:{L’Si> ein Kontraktionspaar ces extensiven raares
<f¢}1(ré;a},d)1(sﬁéa):>, S0 gibt es ein V-Kontraktionspaar

TR ~ . p St ot
<‘ri,si >Nvon <(_I‘e—a),(sc~;a)> mit (t),]ri = rg_ und

i i —

1G0.6. Ist <ri,si> ein V-Kontraktionspasr des V-exten-
siven Faares <<(re;a),(se§a)j>, so ist 1T, < 1lrea) und

5 =
5§§'<f X(reﬁa). Bewelis wie unbter %.7

PP

10.7. Ausdehnung des herleitbarkeitgbepriffs auf
V-Formeln:

10.7.1, e Defimitionen der V-Axiome und der V-Grund-
schluBregeln gehern sus den Definitionen der Axiome und der
Grundschlufregeln in §2 dadurch hervor, daB alle Klassifi-
kationsbegriffe mit dem Prifix "V-" versehen werden.

TLie BEipenvariablen der ¥-Grundschlisse (S2) und (3SE) missen
freie Variable sein.

10.7.2. Die 5Etze aus 84 gelten sinngemidf auch fir V-
Formeln. Insbesondere kinnen die in den Konklusionen der
Substitutionssitze 4.6. und 4.7. auftretenden Ausdricke bY
bzw. b?},...,bgh Jjetzt Namen von V-Komplexen sein. (Man
beachte, daf mit (J(a%) auch (L(CT) ein V-Axiom ist!)

A0.7.%3. Vern P ein V-Axiom ist, danp ist die Formel (ﬁ]F
nach Satz #*.8. herleitdbar. (p1F braucht kein Axiom zu sein.
10.7.4. Ist FT""’FE,'Zﬁﬁ? F ein V-GrundschluB, so
ist (P1F1,....(Q1Fn =2 ﬂ}1F ein entsprechender Grund-

cechluB, - . ’ s

10.7.5. Tie Rkamen ¢er V-Komplexe werden nicht generell
wie Konstanten belandelt!




§ 11.. Die V—Kbrréspondéhz d)

11.1. Definition: Eine V—Korrespondenz ist eine Abbil-
dung (b die gedem V—Ausdruck ¥ einen V-Komplex

(Lr l}bqr . I'J‘,Kt' zuerdnet.

11.2. Definition: Fiir jeden V-Ausdruck r¥ sei ccr®
die Ordinslzabl w1r® + yr©

11.3%. Induktive Definition von (brt-fﬁr jeden V-Ausdruck
r® (induktiv pach «r%):

11.3.4. (P1 T ist durch 9.8. gegeben.

11.3.2. Fir freie Variable a~ sei Eét definiert durch:
4323 1= Oy
<b2a"“ W, wenn val - w, '
f sonst; .
@'2a( ECTEERTL O {<C$’I,...,C§n>: cfi - Er";i,pfi:fa K i
fir i=1,...,n; V(rf ,...,rtné‘a(zj"" ))* w}.

11.2.3. Ist CT [r .0 J KT, 80 sei (bacr pe.
Ee ist danr mit 9.8. d)GF = C% fiir geden v-Komplex C¥g KT,
11.3.4.

<p2(7A3=” {w, wenn (bEA = f,-.

f sonst.
11.%.5. d) :
3 . W, wenn = W oder B =w,
<P2(AVB)'= {f@onst <#2 2 .
11.3.6. _
VLT zy._ {w, wenn es C¥g K" gibt mit q3 OUET) = w
<£2VX €X(X Ji= {f sonst. 2 ’
11.3%.7. :

Q)27\xgﬁ...xgﬁ(1(ng,...,ﬁgh):= ,
3 T ool pom = ~5=
«{<f0¢1,...,cnﬂj>: CiléiK i flr 127,.. n,kP (# _,...,u n} Wi

11.3.8.

fat die V-Formel PFa= (rﬁﬁ,...,rEEEESf) keine V-uneigentli- -
che Primformel, so sei )

4Cb2F . {W wenn <fq3r ,...,(prnn:? £ ( 2ST;

£ sonst.
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11.2.9. 1Ist (rg’] R ,rgn €a’). eine V-uneigentliche

rrimformel, so sei (rea) wige folgt definiert:

11.%2.9.17. Ist V$1(r &a) definiert, so sei
N - .
2{r€; ay: VCf),!(r{_a)

11.%.9.2. Ist V(b,i(r& a) nicht definiert, so sei
(1)2(3?&&}: w, wenn giltb: ' '

11.2.9.2.1. Fir jedes V-extensive laar ((réa),(sé a) >
mit Oi(s ca) < «(rea) und @2(55_3) f gibt es ein
V—Kontraktlonspaar <r ,s > von {(rea), (s&—a}? mit
(!)2 i = . {In dlesem Fall ist q)2r und € &S fir
jedes V-—Kontraktlonspaar <r ) > von <(rea),(sea)>
definiert, da nach 10.6, _az'l 1 w({rea) und
ols; < ef{sc¢a) < e<(rea) ist.) ‘

W

11.%.G.2.2. Fir jedes V-extensive Faar <(rea),(s<a)>
nit e(sea) » x(rea) und V(i) (sea) = f gibt es ein
V-Kontraktionspaar Qr ,s > von <{rée€a),(sea)> nit

(1)2 5 (bz 5 oder V(p,i 8y (pa {Diese Bﬁe\iilngungen
sind fir sl im Existenzsinn zu verstehen; oT ist nach

i
10.6. Jjedenfalls definiert.)
Andernfalls sei (pa(re.a):: £.

11.4,. Lemma: (D izt eine V—Korrespondenz, d.h. fir jeden '

V-Ausdruck rT ist (prt = Lq),‘ d?a T_]g K&, 9

Beweis durch Induktlon nack 1r®.

11.4.1. Zunidchst ist (b,lr x;ach §.8.2. ein echter Ausdruck.

11.4.2. Fir jede freie Veriable o ist (Da®&X® nach 6.1,
und 11.%.2.. :

11.4.%. Fiir jeden V-Komplex C¥ ist Ct cle g%,

4.4, FUr Pox oA gilt: Ist V(b (1A} = w(f), so ist nach
8.1.1. chqA = f(w). Nach Induktlonsvorauoaetzung ist dann
q)gA = f(w), und 11.%2.4. liefert @2(‘”&) w(f).

) Dieses Lemma entspricht dem Lemma 2.2.%. bei Takahashi [7].
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11.4.5. Fir F = AvB gilt: l_st_x_r'c@(AvB) - V{C%),EA vd),lB) -
= w, s0 ist nach-8.1.%. V(f)]A = w oder V(I%B = w. Nach IV
ist dann @gA = w oder d)zB =w, und 11.3.5. 1igfert
G, (avB) « w. Ebenso schlieBt man mit 8.1.4. von
VP, (avB) = £ auf @2(.&\;8) = £

11.4.6. Fir F = V¥E((x®) gilt: Ist V(b,,\/xfo&(xj?) -
VWaTQ Ol(x®) = w (vegl. 9.8.1.), so gibt es nach 8.1.5.
einen echten Ausdruck rg wit V @1@(1‘2) = w, WEre nun
CbanCO_f(xf) = f, so wire Cpeﬂi(@?) = £ £lr jedes Cts KF,
insbesondere flir jeden V-Komplex C;: = Lrg,pg]. (DaB es zu
jedem echten Ausdruck r’ einen V-Komplex CT = [_I‘E,p&] & K&
gibt, beweist man durch Konstruktion von p'g dhnlich wie
unter 11.2.2.) Es_féire' (p,‘ Q(EE) = @1(1(1:-5) nach 9.8.%.
und damit V(P,’()Z{Cg) = w. Mit der Induktionsvoraussetztung
ergibe sich zu 11.%.6. der Widerspruch (t)g OI(CE) = W.

Ist andererseits VCP,]VXZOZ(XT) = V\/x”c(b,l(}i(x"‘) = £, so ist
nach 8.1.6. ¥ 101(1’"") - f flir alle echten Ausdriicke r".
#Hire nun (DQVXT_OMXT) = w, 8o gBbe es nach 11.3.6. einen
V-Komplex C¥ = [_rt,pzj s K mit (1)2(}('(6%) - w. Es wire
‘-(D»'O'{(Ef) - (i)1(3f(rf) nach 9.8.%. und damit VC[),l aqcty = r,

Mit der IV hitte man den Widerspruch q)a(ﬂ(af) = £,
T - r . N T
M.47. forr = ?\Xﬁ’l.o.x;na‘(xf]”l,...,x}) ist (i/zr" _

nach 11.3.7. eine Teilmenge von K"1%...*K™n. Sei nun

T T T, [ T e
V(r,"l,...,rnn & (P,lrt); w unEiC Cil = Lril,pillaii 3 fur
i=1,...,n. Es ist V(r,l’i,...,rnn e Y =

T [ T, ry T g
V(r,g’l,...,rnneﬂx,i’]...xnn-(p1c’l(x1‘l,._..,x;'n)} (vel. 9.8.1.)

Vf.pq()‘((rf'l,..:,rgn) nach 8.1.7. und 8.1.8., und
= V(D,]OZ(EL‘I:%,. ‘e ,ﬁgﬁ) nach 9.8.%.. Da aber Of(‘C-;:l‘, - ,5;;1)
kiirzer ist als v, folet @2 ()((5:;{5,...,5;’;1) « w nach IV,
und damit <cjl‘1,...,c"§n>e({>arf rach 11.%.7.. Im Fall
V(r;'l,...,z‘gn 6(_}«[‘,]rf) = £ achlieBt man ebenso, daB
{C',T'] aes .,an> 4 (i“aarr. Also ist (J:)rf ein V-Komplex saus X°.

i

11.5.8. Ist die V-Formel ¥ = (2 1,...,7,n¢s%) keine
V-~uneigentliche Frimformel, so sind nach IV d)rt’l,. . .,:‘_’l')r‘tn
. ) T
und (j)s'— V~-XKomplexe. Ist alsorv (D’TF = __E—(D,ir,"%,---,@,]rnn e(\)}s )
= W, 80 ist nach 9.1.2, <(Dr,i’l,..., rin > & PEIN d.h.

n
2F = w nach 11.2.8.. Ebenso schlieBt man von V(D,]F = f



auf 4)2'5‘ = f,. . R

© 11.4.9. Ist (r{1,...,rln¢ &%) eine V-uneigentliche Prim-
formel und V(@,,(re a) definiert, so ist ‘;[)Z(r ea) = Vd),](rt:a)
nach 11.%2.9.19..

Damit ist das Lemma bewiesen.

§ 12. Eigenschaften der V-Korrespondenz CD

Ir den Lemmata 12.1. und 12.2. werden wichtige Eigenschaf-
ten wvon (P nachgewiesen. Lemma 12.7. betrifft die Extensio-
nalitétseigenschaft, wie sie fir V durch 8.1.9. gepeben ist.
Das Hauptlemma 12.10. leistet die Vorarbeit fiir den Satz von
Takahashi in § 13.

“12.1. Lemma: :
Ist <(r?}:’l ,‘...,rgnea'f),(s‘t;’i,....,sgnea—‘—)> ein V-sxtensives
Paar mit (])2(1'& 8) & (_Da{séa), so gibt es eipn V-Kontrak-
tiongpaar <f‘;,§;> vOn'((rea),(sea)> mit (_Pai'\l“ i+ Qc}azs‘}.

‘Beweis .durc:h Induktion nath der natiirlichen Summe %)
< (rea)d «(sea) (vgi. 11.2.):
Ohne Einschrinkung sej-_d}a(r(xa) =W, d)a(s ea) = f.‘)

ks werdeﬁ drei Hauptfi#lle unterschieden:

&) V(P,(rea) und VP, (sea) sing defintert. .

b) V¢1(rea) ist nicht definiert, wohl aber "‘Jcb,](s&':a}.
c) V¢ 1(3(:.—3) ist nicht definiert.

12.1.1. Fall a): Sei V(Tb.z(r&a) = W, Vd>1(s&a) = f.
Andere Werte sind wegen Lemma 11.4. nicht mdglich. Nach 10.3.
ist ((})_1(1‘&,&),@,}‘(5&5\)} ein extensives Faar, zu dem es
nach 8.1.9, ein Kontraktionspaaf <Iﬁ;,§£> mit VE'E $ Vslfj
gibt. Hach 10.5. gibt es aber dazu ein V-Kontraktionspaar
7 g,;l> von <Sea),(s€:a)> mit Cpq’r\; = ;Z, (b,té\; = :ﬁ,i
Es ist also V¢1ri‘ + V,5], und nach Lemma 11.4.somit

Oor: - D8

4) Die natirliche Summe von Ordinalzahlen ist kommutativ.
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12.1.2. Fall b): Sei V i_(r—g—z-af)‘ nicht definiert,
Vqu(SGa ) = £. Ist dann «{sea) < e\:(rc‘:_a), 80 ist die
Behauptung nach Definition von {ba(re g) wegen 11.3.9.2.1.
erfiillt; iet o(sea) 2z o(rea), so gilt sie nach
11.3.9.2.2.. - ' ‘

12.1.3. Fall ¢): Sei V(,(s&a) nicht definiert. Dann
kBnnen nach 11.%.9.2. zwei Pille eintreten {es war
s(sea) = £ vorausgesetzt):

12.1.3.1. Es gibt ein V-extlensives Paar .{(sea), (tea)>
mit x{(tea) < x(sea) und (ba(t &a) =-f, so da8 fir alle
V-Kontraktionspaare <§1 ,;;\;> von < (sea),(tea)y gilt:
@Eg; ~(.t; . Bs ist demn e(rea)Foc(sea) &
< (rea)d od(s€a) und <(.r(:'a) ,(téa}> ein V-extensives
Paar mit 2(1‘6&) £ @g(téa). Nach IV gibt es also ein
V—Kontraktiggspaarﬂ(’f"i,%'i>von <(rea),(t6a)>' mit '
(béri,j (i)a’c.l. Zu ti gibt es aber ein V_-Kon’sraktionspaar
4%’ti> von <(séa),(té a) >, fir das ©2ti = (Dzsi ist.

Also ist ({)255‘1 + .51

21 ’

12.1.%.2., Es gibt ein V~extensives Paar < (sé& a),(téa)>
mit < {t&a) PX(s€a) und V(b,l(t.ea) - £, so daB fiir
jedeg V-Kontrakbionspaar <’s"i,'i:vi> von <{(s<a),(te a)>

s — ~—
gilt: Ist Vd)'itj definiert, so ist V({').ﬁi = (Dasi, und ist
@2’% definiert, so ist (Pg%‘; =, 2@;

12.1.2.2.1. Ist jetzt V@,1(rc’:'a} definiert, so ist
V¢},§(r€—. a) 4 V({)q(tea), und es gibt eirn Xontraktionspaar
) <j‘1‘,tiz ~des. exbensiven Pa;aares %ﬂ(b‘,l'(x"e-a),(P,l('sé a)> mit
REREE Vti wegen 8.71.9..Nach 10.5. gibt es dazu ein V-Kon-
traktionspaar <'x";,%1> von <(ret—a),(té‘:a)> mit ¢1F; = 9{,

L) v ~ . .~ L, B
@’iti = *I:}f_.i Es ist dann ,Vqt).]ri 4 VCP,]ti. Mit Lemma 11.4. und
den unter 12.1.%.2. beschriebenéen Eigenschaften von (¥t &£ a)

o .
zolgt o] + Pys;- : |

12.1.3.2.2. Ist aber VQ,(r&a) nicht definiert, so gidt
es nach Definition von '(Dz(re‘;a) unter 11.3%2.9.2.%1.{wenn -
X (tea)< xX(rea) ist) bzw. unter 11.3.9.2.2.(wenn < (t a) =
» <X(r<a) ist) ein V-Kontraktionspaar <’£-1 ,?. > des V-ex-

tensiven Pasres <(r ea_),(tea)> mit @2’1": —*.472%\71 oder
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Cb Too# V(’j\,] . Nach den unter 12..1.,.2 beschrlebenen
E,:Lger\schaften von (tea) ist damit CD ry 4 CDZ Q;

12.2. Lemma:?

Piir V-Ausdriicke r% und a(z't) ist ((} Ol(rT) = @201(655‘)9
- Bewels durch Induktion nach O(CY_{rt) (vgl. 11.2.):

42.2.1. Es ist (f),,cz’(rf) (_g)qﬁ(djr } nsch 9.8.
({) 12.2.2. Fir (J(F ol ogilt:

A T ) = o= ~rT naech 11.%,3,,

G O O

12.2.3%. wir Ol(r") *"J-cg(l‘t) gilt: '

d) Ol(d)rf) ist nach 11.3.4, gensu dann w, wenn (b Dg((_‘pr ) =
Nach Induktlonsvordussetzung ist dies genau dann der Fall,
wenn (1) B(f) = £, d.h. wemn (b.&(rf} =

12.2,4. Fir J(F) = OGO vOL(07)  gilt:
Cb A(DT) ist genau dann w, wenn d)201 (BS - (D i (@ t)
= w. Nach IV ist dies genau dann der Fall, wenn

@2(1 (rT) = (DEC? (r¥) = w,d.h. wenn q':)a(:?(rt') = w.

12.2.5. Fir Qi(z?) = ngo??(xﬁ,rt) gilt:

a((ﬁrf} igt nach 11.7.6. gernau dann w, wenn es einen
V-Komplex C%s k% gibt mit (17 x\?{Cs ({)rr) = w, Nach IV ist
dies genau dann der Fall, wenn es ein 06& KS gibt mit

(.P NICGER 7:) = w, d.h. wenn q) C’{'(rr)

12.2.6, Fir (J(r«) hx,i’}...x naﬁ(r ,...,Xgn) gilt:
dpaoz(@m - {<o 1o s efis k% rur i=1,...,0;

q) 05((1555,5371,... 58;1) w;} nach 11.3.7.,
2 pl k| 6
w{<cq'|,-- C‘sn> CélEKl fir i=1,...,n;
@ B(rT C? seresCp n) } nach IV,

Q)BOE(I'Y) nach 11.

12.2.7. Sei nun QU(r™) = (F. (rt),.. ZT (r'Ye & %))y,
1°*

wobei 5 (r),..., 3 (rt) V- Ausdrucke der Type G Gm

sind und &~ Y ein V Ausdruck vom Typ (6,1,... ) ‘:5 ist.

’9 Lemma 12.2. entspricht dem Lemma 3.4. bei Takzshaghi [?J
und dem Lemma 6.2, bei Praw:Ltz [_2]
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Der Fall n =m, 6 = ¢, 0(z%) ="r% ist eingeschlossen.
12.2.7.1. Ist nun (J(r%) keine V-uneigentliche Primfor-

mel, so ist nach 11.%.8. (‘P X (Prr) genau dann w, wenn

QT QULPrY > e (D, F(BT)  ist. vach 1v

und 12.2.1. ist dies genau dann der Fall, wenn

<by, (I'b),... cpa* (rt)>5(p28(rf) ist,d.h. wemn

(Dza{rr)

12.2.7. 2. Ist aver {({(%) eine V—uneigentliche Prlmfor—
mel, so ist (C{(r"':) CI((ISE )> ein V-extensives Paar nach
12.2.1. und 10.%.. WHre nun (}f}FU{'(rT) 4 Cj) C?(qﬁr ¥, so gdbe
€s nach Lemma 72.1. ein V-Kontraktionspasr

e
<350, 7, SPray > von LD, APrT) > mit
O:)a rt) ¢ CDEBL ((Dr ). Lies gtinde im Widerspruch: zur
Iv, denn es ist o« €Y. (I‘f)do\(f){(rt) nach 10.6.

12.3%3. Korollar:
Fiir V-Formeln (I(r%ﬁ,...,rth) und V-Auadriicke r?ﬁ,...,riﬁ

ist @ga(rgt.._.,rgn) I&DQO?( : r ;..,@;“1—1)

Beweis durch triviale Induktlon nach n.

12.4. Eorollar:

Fir jede V-Formel a(rr) mit (ba(}(rr) ‘w ist ngvx‘—a(x ) o= w.
@ OZ((ﬁrf) Es gibt

Beweis: Nach Lemma 12.2. ist d)aa’(r )
also rach Lemma 11.4. einen V-Komplex CT . EDrf mit
({)2(){(0?) = W, Mit 11.3.6. ist damit @2\/;;7502(}(7) = W.

4

12.5. Korollar:
Pir jede V-Formel C[(r Tyeva,l n) ist (b Ol ¢t ,...,rg—n) =
(Dz(r ,...,rn&?lx ’i...x na(x ...,xn))

Beweis: @z(r R n&?\x,l ...xnna(x,‘ ,...,xgn)) ist nach
11.2.8. genau dann w, wernn

<®r71,...,q)r n>£®2?tzrf’l xnCE(x sorr X In) giis.

weil nach Lemma 11.4. CDI’ iEgKS fur Iwm ’i,...,n gllt, 131:
dies nach $.71.3. genau dann der Fall, wenn

(2) @(@;ﬁb,...,@;ﬂ) = w, d.h. wenn ¢2m{r§1,...,r§1) =

nach Korollar 12.3%

oS
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Die folgenden drei Lemmaté-bgtreffen einfache aussagenlogische
Eigenschaften von {p.

12.6. Lemma: 7 . |

. Ist & ein Positivteil der V-Formel [PfA] unc ist (ba'@)[g] - £,
s¢ ist auch 4)2A = f._ ‘

Beweis durch Indukition nach der Linge der Positiviorm BD:

rir = %, R} = 4 ist der Fall xiar. Tst 4] -

o W [-8), so ist nack IV Q,(74) = £,d.8. (D4 = £ nach
11.3.4.. Ist J[4] scnlieBlich von der Gestait K, [avB] oder
Ro[Bval, so ist naen I D, avB) = £ vzw. D, (BwA) = £, d.n.

Q)EA = f nach 11.3.5..

12.7. Lemma: 7 )
Piir V-Formeln g}[ﬁj uné B giltb:

Ist q)zég[#] = £ und <P2 B = f , so ist auch d)gzpﬁé] =
Beweis durch Induktion nach der L&nge der Positivform :
Fir Q= %, ,/0[a] - 4 ist der Fall klar. Ist ]f)% -
o g}o ﬂ#&], g0 beachte man, dafl wegen 11.3.4. mit B=7¢F
auch acqu) = f igt. Nach IV 1st dann q)agQOqué] =

= q>2 [B] - £. Ist [ﬁ] schlieflich von der Gestalt
391[AVC oder &32 CvA{, g0 folgt mit 12.7. 28 = f und
damit 2(BVC) = 2( CvB) = f. Nach IV ist dann

@2@1 BvC} = £ bzu. @2@7—2@@ - £, d.n. @Zpﬁaj - f.

12.8. Lemma:
Mir V~-Pormeln @D[ﬁ] und B gilt:

Ist Cpgzpiﬂj = £ und a'ﬂqﬁj % W, S0 ist CtEB = w;

Dies folgt unmittelbar aus Lemma 12.7..

12.9. Hauptlemma iiber die V-Korresponden= Cb:

Ist die V-Formel F V-herleitbar, so ist (baf 5 W

Beweis durch Induktion nach der V-Herleitbarkeitsordnung m
von F begziglich einer gegébenen V-Herléitung é} von F:

4} Die Lemmata 12.6. uncé 12.7. entsprechen den Lemmata 3.7
und 2.8. bei Takahashi [7].

-
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2 12.9.%. Ist m = 0, so ist F ‘:: [*zP Pj ein V-Axiom.
Mit '(DaE‘ = £ widre nach 12.6.@ = fg{—aP) = f, was nach
11.3.4, nicht geht. )

12.9.2. Sei jetzt m >0,
12.9.2.1.- Letzter V- GmindschluR von 1@ sei ein V-SchluB

(1) &2@] p[;aj ey @E(AVB)] F.

Nit 2 wire nsch 12.6. (Dz( (avB)) £, also nach
11.3.4. und 11.3.5. ({)EA - @2 = w. Nach IV und 12.8. ist
aber @2(1A) (Dg(‘:B} = W, was nach 11.3.4. nicht geht.

12.9.2.2. Letzbter V-Grundschluf von ;ﬂ% sel ein V-Schluf
)

H

(82): @Q [—;Ol(a"‘:)] ‘} @[—,VXT(}(XT F, wobei a¥,
eine freie Varlable S v
ist und ‘-r-‘_a_t nicht in oF auftritt.

Mit (1)25‘ = f  wire nach 12 6 Ci) V=t Pext) - w, und es gdbe
nach 11.2.5. einen V-Komplex C¥ pmit CP UI(CT) = w. Nun ist
aber '@ [——;O((a’f)_] == p{_ﬂ(}(cfﬂ ein reguldrer Schluf
nach Satz 4.6. und Bemerkung 10.7.4.: es ist also auch
p[qOZ(CI)} nit Ordnung n~ V-herleltbar. Mit der IV und
12,6, wirde der Widerspruch q)g(—-a TEDY) = w folgen.

12.9.2.%. Letzter V-GruandschluB von f% sei ein V-SchluB
(s3):  W[VET0IY] v itz M@ﬂ/fa(xfﬂ .
Mit (DoF= £ wire nach 12.6. LVAFQI(3T) = £, Mit der IV
wirde daraus (DEOZ(II) =w folg‘,en was mit 12.4. den wWider-
spruch @2\/}(‘502()51:} = W' ergibe.

12.9.2.4.Letzser V~GrundschluR von 1@ sei ein V-Schlu3
(S4a): Gl(rr'i - s Ty n) = ;

OL(I‘ ’I,...,r’%e.ﬁx ...xtnOZ(x ,...,x;n)).
(Der Fall (S4b) erledlgt sich ebenso ) ' _
Mit CDEF = f wire nach 12.6. und 12.5, @Eﬁ(r ,...,rgn‘) = f.
Das wiTe aber ein Widerspruch zur IV und zu 12.8.

12.9.2.5 Letzter V-—Grundschluﬁ von @ sei ein V-SchluB

(85): F‘VVX ‘?(X vIX ) == F.
Mit @2 = f wire , beil Beruckszchtlgung der IV und von 11.3. 5
3 ’E“?(Xqv—lx Y o= w. Es g8be dann nach 11.%.6. einen V- Kom-

plex ¢ mit ((c‘fwcl)) w, was mit 11.2.5. den Wider—
spruch ¢) ¢l - (§2(7 C’i) = f ergibe.
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12.9.2.6. Letzter V-GrundsehliR von f’9 sei ein V-Schluf
(SE): '
E‘v1r VSl Fvas, vr1 fir alle i=1,,..,n nit L,#0 ==p F
Thaenesy 7 T [25 P
F._Paﬁﬂr ”.,rnnéa( s, ’n))Asﬁ1,.”sénéa( e ’Ln)ﬂ.
Bie in 5;,%; nachk 2.2. und 10.7.7, allenfalls auftretenden

freien Variablen aiiT,...,a k¥ sind voneinander verschie~

den und kémmen in F gzcht vor% )

Mit (D,F = f wire nach 12.6. und 11.3.4, C{) (rea) 3
(se&a:. Bs gabe mithin wegen 12.1. ein V-Kontraktionspaar

<r',s> von <{{rea),(s€a)> mit @2 # (pas . Nach Satz

: 4.77 und Bemerkung 10.7.2. sind

FVW3;é; =3 thﬁvgﬂ und

F\fﬁg;VEZ_ === .Fv'1sy;r’ reguldre 3chliisse; es sind also

auch b»vr*vsi und Fv7s'vri mit Ordnung m-7 V-herleitbar.

M1t der IV und mit der Annshme (baﬂ = [ erhielte man so den

Widerspruch (Pdr ns;

Damit ist das Hauptiemma 12.9. bewiessn.”)

12.90. Korollar:
ist die echte Formel F herleztbar, s0 ist QJa = W.

Beweis: Jede Herleitung ist auch eine V-Herleitung.

12.11. Bemerkung:

Die Beschrinkung von qu auf die Menge der echten Formeln
ist keine Semiwertung (insbecondere keine totale Nerturg,
vgl. § 14)! Die Bedingung 8.1.5. ist verletzt. Ist

0. Vx Ol(xTY = w, so gibt es zwar einen V- ~Komplex CF mit
QP CR{CC)¢= w, aber nicht notwendig einen echten Ausdruck
r® mit dieser Eigenschaft.

% Das Fauptlewmma 12.9. entspricht dem Lemma 4.1. bel
Takahashi Eﬂ.
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€ 13. Der Satz von Takahashi und
die Schnitteliminierbarkeit

1%2.1. Satz von Takahashi:
Hat die Formel - F bei einer Semiwertung V den Wert VF = T,
so ist F nicht herieitbar.

BeWweis: Sei V eine Semiwertung gemif 8.71. mit V¥ - f. Man
definiere die V-Korrespondensz ; wie dies in & 11 gesche-
‘hen ist. Nach 9.8. und 11.4. ist cpp - [g,(ﬁbﬁj ein V-
komplex; mit VF = £ ist also auch (O,F - £. Nach dem Korol-
lar 12.10. ist dann F nicht herleitbar.

13.2. Semantisches Hauptlemma (aus § 8):
Ist die Formel F nicht streng herleitbar, so gibt es eine
Semiwertung V mit VP = f. ‘

1%.3. Hauptsatsz liber die Schnitteliminierbarkeit:
Jede herleitbare Formel ist streng herleitbar.

Beweis: Dies folgt unmittelbar sus 13.1. und 1%.2..
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KAPITEL IV: DISKUSSION DE3 BENELSGANGS
IN BEZILAUMG ZUN ANSATZ VON PRAWITZ

8 14. Die Steilung der semantischen

Fundamentalvermutungen

Im folgenden sei 2: das in [3] charakterlslerte Systenm
der einfachen Typenlogik ohne Extensionalitit, und Z:

sei das hier vorliegende System der einfachen Typenloglk
mit Extensionalitit.

Als syntaktische Fundamentalvermutungﬂ bezeichnet man
die Behauptung der Schnittfreiheit von 2. baw. EZE:
14.17. Jede herleitbare Formel ist streng herleitbar.

Als starke semantische Fundamentalvermutung werde fol-
gende Aussage iber 2. bow. 23 bezeichnet:
' t4.2. Jede Semiwertung kann zu einer totdlen Wertung
erweitert werden. 2 -

Dann gilt in 23 und ZSE:

14.%. Satz: Aus der starken semantischen Fundamental-
vermrtumg folgt_die syntaktische Fundamentalvermutung, und
zwar ohne Benlitzung irpendeiner Fassung des Auswahlaxioms;@

Y nach.Takeuti .

% 7u den Begriffen 'Semiwertung' ,'totale Wertung in EZE
vgl. 8.1. und 8.2., zu dern Begrifren "Semiwertung','totale
Wertung','partielle Wersung' in 21 und ‘Erwelterung' in Z:
und Z_vgl [z], 6:1.,6.2.,7.2.,7.7..

% Zum Bewelis des Satzes €.7.in [:] 'Jede Semiwertung kann
zu eliner partiellen Wertung erweitert werden' wird ir korrek-
ter Porm das Zorn-'scre Lemma bendtist.



Bewelis: . .

14.%2.1. Semantisches Hauptlemma: ¥enn die Wormel F nicht
streng herleitbar i1st, dann gibt es eine Semiwertung V mit
VF = . i
Eﬁr_'ZZE ist dies das Lemma 8.5.§ fir Zﬂ der Satz 6.5. in
[?]. ks peniigt die Existenz einer Semiwertung, womit der
Satgz 6.3, inA[E] umgangen'ist.a

: ﬁ#.ﬁ;Z. #Wenn F in einer totalen Wertung % den #ert
WF = f besitzt, danr ist F nicht herleitbar.
Piir 2. 18Rt sich dies ohne Verwendung von 6.%. zeigen:
Sei therieitbar. Dann ist Fvk ﬂ nach [i}, 7.1. streng her-
leitbar. Nach ¢em Konsistenzsatz [7]|, 6.6. gibt es damit
keine partielle #ertung V mit V(Fvhk) = f. Tst also # eine
totale Wertung, d.h. WE = f nach [3], 7.3., dann ist WF = w.
Fir ziﬁzgilt 14.%2.2. ebenfalls; denn die Sitze 7.1.,6.6.
und 7.%. in [g] sind mit kleinen Efgénzﬁngen auf ‘Zib
ibertraghar.

T4.%2.2, Aus der starken semantischen Pundamentalvermutung
folgt mit 14.3.1. und j4.2.2, die gyntaktische Pundamental-
vermaitung .

Damit ist 14.3. fir 25 uné Z:E bewiesen.

Als {schwache) semantische Funcamentalvermutung werde
folgende Aussage tber 2% begzeichnet:

14.4. Jede partielle Wertung kann zu einer totalen Wer-
tung erweitert werden.

Das Theorem IV, 7.8. in [3] garantiert die Aquivalenz von
1501, undé 14.4,, aber unter Benlitzung von [}], 6.%.. Fir
die Schnittfreiheit wvon 2L wiirde dlso der Beweis der
(schwachen) semantischen Fundamentalvermutung gentgen,
wenn man das Auswablaxiom zugrundelegt.

Y [, 70w
*}vgl. PuBnote %, 3.42.

-
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Frawitz umgeht*diese_Schwierigkeit-in [?], indem er sich
auf den Satz 14.3. gtipet und fir 2. die starke semantische
Fundamentalvermutung beweigt.

(Auch Takshashi arbeitet in {?] mit Semiwertungen und

kommt ohne Auswahlaxiom aus.) ' '

In § 15 wird untersucht wrrden, ob der Weg von Prawitz
auch in EiE gangbar ist. '

§ 15. Ier Ansatz von Frawitz

In Kapitel ITT ist gezeigt worden, daB der Beweisgang von
Takahashi in (7] fir 2. euf 25 iibertragbar ist.

Fir den Frawitz'schen Gedankenpang gilt dies nicht in glei-
cher #eise. '

15.1. Die Konstruktion von Prawitz fiir 21 in [é} ver—
lguit zundchst wie die von Takahashi in'[?].ﬁ
‘Zu einer gegebenen Semiwertung V werden V-Komplexe als
Paare E?,@] eingefiihrt, wobei E ein 'mdglicher Wert' des
" Ausdrucks e ist. Len V-Xomplexen werden eineindeutig neue
Konstanten ('Namen') zugeordnet.
§ bezeichnet dann die kleinste Basismenge von der Art, daR
alie Formeln, die durch V einen Wert erhalten, zu dem von
§ abhiZngigen Formelsystem gehdren.
3, bezelchnet die Menge der neuen Konstanten. (SO ist i.a.
iberabzihlbar.) .
Allen Ausdricken e ilber S1 = S SO wird ein Wert We zuge-
ordnet; W entspricht genau der Funkbion Qjé bei Pakahashi.
Die Beschriénkung W' von W suf die Menge der Formeln iiber
81 ist eine totale Wertung und eine Erweiteruug von V.
W' wird danr auf eine Wertung V' beziiglich einer abziéhlba-
ren Basis reduziert; V' stellt immer noch eine totale Er-—
weiterung von V dar. ' '
Damit hat Prewitz das starke semantische Fauptiemma 14.2.
fiir s bewiesén, aus dem nach Satz 14.%. die Schnittfrei~
heit folgt. '

4) vgl. die vereinfachende Modifikation von Schiitte in [i}.
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15.2. Képitelullz zeigt, daB man in ZiE zundchst ganz
éhniich‘vorgehen kann. Die iﬁ § 11 definierte Funktion 5
hat dieselbe Stellung in :ﬂE wie die Punktion W aus [?]
in. zi. ' :
Wenn S, So ung 81'entsprechend fur .ZiE definiert werden,
hat man nun zu zeigen, dal die Beschrinkung qDé von 2
~auf die Menge der V-Formeln iiber 84 eine totale Werturg
ist. (d)é kénnte dann durch dieselbe Konstruktion wie in
[2], §7, auf eine totale Erweiterung V' von V beziiglich
- einer abzihlbaren Basis reduziert werden.)

jlé ist aber keine totale Wertung, da die Extensicnalitidts-
bedingung 8.1.9. fir QJé nicht erfiiilt ist, sofern man

die Namen der V-~Komplexe wie Konstanten behandelt.?

(Die Bedingungen 8.7.1. bis 8.1.8. fir q)é gind erfills,
was leicht aus 171.%.4. bis 11.3%3.6. und 12.1. bis 12.4..°
folgs.) - ' *

Die Schwierigkeit liegt im Status der V-Formeln von der
Gestalt (f?i,...,rghéﬁﬁf}, wobei CT ein V-Komplex vom
Typ © = (t%,...,th} $ (0,...,0) ist. Behandelt man die
Naemen der V-Komplexe generell wie Konstanten, so miissen
diese Formeln als 'V-uneigentliche Primformeln' klassifi-
ziert werden. Damit wird das Extensionalitédtslemma 12.1.
binf#llig, und Q) ist keine totale Wertung.

In Kapitel III wurde ein anderer wWeg eingeschlagén:
. V-Formelrn der obigen Gestalt wurden zu den V-egigentlichen
Frimformeln gerechnet, die vor: der Extensionalitédtsbedin-
- gung nicht betroffen sind. Freilich muBte dann auch der
Berleitbarkeitgbegriff fiir V-Formeln entsprechend abge-
dndert werden. Der Bewesisgang nac Takahashi blieb davon
unbeeinflult. ' '

i
Da der Beweisverlauf bei Takahashi difekter ist als beil
Prawits fz.B.;ist keine nachtrigliche Reduktion der Wer-
tung auf eine abzihlbare Basis nétig), erschien das in
Eapitel IIT curcheefiihrte Verfahren gerechtfertigs.

N vel. & 10.
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& 16. Zusammenfassung

Tie vorliegende Arbéit iibertrdgt einen nichtkonstruk-
tiven semantischen Bwweis fiir die Schnittfreibeit der ein-
fachen Typenlogik, wie er von Takahashi in Ef] gegeben wur-
de, auf die einfache Typenlogik mit Extensionalitit.

as zugrundeliegende formale System 235 entsteht aus
dem System 2. von Schiitte in [5] durch Hinzunahme der Ex~
tensionalititsschluBregel, mit ihrer Hilfe 18Rt sich die

Extensionalitidt von Ziﬂ beweisen.

_ Nan kann diejenigen Pormeln von ZZE, die nicht ohne die
Schnittregel herleitbar sind, semantisch charakterisieren:
es gibt Semiwertungen, bel denen sie den wWert 'falsch® er;ﬁﬂ
halten. Sclche Semiweritungen werden im Anschiul an Schiitte
mit Hilfe von DeduktionsfHden definiert, die invers zu den
Grundschliissen gebildet sind; in zlk;mussen hier die Hx-
ten31ona11tatqschIUSoe berlcksichvigt werden,

Zu einer gegebenen Semiwertung V wird nun dhnlich wie
nei Takahashi eine Art 'allgemeines Modell' konstruiert.
Der gzentrale Gedanke bei Takahashi ist die adufspaltung der-
jenigen Formeln F, die durch V keinen Nert erhalter, in
zwei Paare [F Q] undc [F ﬁ] (aknllch fur ndéhere Typen). Man
gelangt so zum (rnichtkonstruktiven) Begrifi der V-Konmplexe.

Jetzt kann man die Semiwertung V zu einer Funktion Q52
rortsetzen, die V-Komplexe als Werte hat. (ba besitzt viele
Eigenschaften einer totalen Wertung; insbesondere ist (Dg
extensional. Es erweist sich, daR jede herleitbare Formel
bei (ba den Wert ‘wahr' erhilt.

Damit ist klar, wie die Schnittfreiheit folgh:
Ist F eine Formel, die richt% ohne die Schpittregel herleit-
bar ist, so gibt es eine %emiWertung V mit VP = £, Dann ist
aber auch Q)WF = £, und F kann nicht herleitbar sein. Alsc
ist jede herleitbare ﬂormel chne die Schrpittregel herleitbar.
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Ter, Bewelsgang nach rramtz [EJ fur die acknlttire1helt
von 2 . der cas semantische iguivalent von Schiitte L] be-
ntitzt, ist wegen einer technischern 3chwierigkeit, die die
Ixtensionalitét betrifft, auf dem hier ezngescblagenen Yeg
nicht auf Zq, ubertragbar.
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