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ZUSAMMENFASSUNG

Das %iel der vorliegenden Arbeit ist die inhaltliche Kldrung
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, bzw. der verschiedenen Wahr-
geheinlichkeitsbegriffe. Gestiitzt auf einen gegeniiber CARNAP
wodifizierten Begriff der lggischen Wahrscheinlichkeit gelingt
es mit Hilfe der mathematischen Resultate von DE FINETTT:, den
Begriff der gtatistischen Wahrscheinlichkelt zu definleren.

Wir gehen dabei von der flir jede empirische Wigsenschafi grund-

legenden Vorstellung aus, dall gewisse Phénomen von gleicher
ERRATA Art seien, Gal sich ein bestimmter Vorgang wiederholen lasse,
daB gewisse Experimente tsdentisch” seien. Wir filhren flir diecse
Vorstellung den Begriff, Konzeption der Gleichartigkeit, ein.

Die auf Seite 8 befindliche Definition muf wie folgt lauten:
. Aus der Konzsption der Gleichartigkeit ergeben sich rein logisch

Definition: A'°K B genaudann, wenn A i B und B < A wahrscheinlichkeitstheoretische Folgerungen. 5ind ndmlich die

- Ereignisse E{A) gleichartig auf Grund einer solchen Konzep-

tion K , so gilt, daf die Durchschnitte von je n dieser

Ereignisse gleichwahrschelnlich sind auf Grund der Konzeption K 3

in Formeln:

E{hgde cBOA ) g E(A) o BOD 30 Ay # Aj s A F Ai fiir  i#j .

Auf Grund weiterer Axiome ergibt sich aus K eine komparalive

Wahrscheinlichkeitsstruktur, die den Ausgangspunkt unsersr Be-

trachtungen bildet und die wir Jggische Wahrscheinlichkeit auf

Grund ven K nennen.

Wir untersuchen eine quantitative Metrisierung der komparativen
Struktur, dh. o-additive Funktionen L die mit der komparsti-
ven Struktur vertriglich sind; wir nennen diese Funktionen

Madfunktionen su X

Die MaBfunktionen lassen sich als die subjektive Wahrscheinlich-
keit eines Individuums deuten, das die Konzeption K akzeptiert.

Es gilt nun: Fir jede subjektive Interpretation der komparativen
Struktur, dh. fur jede MaBfunktion, existiert mit MaB Eins der
Limes der relativen Haufigkeiten.=- Bel sclchen Ereignissen, flr

die alle MaBfunktionen iibereinstimmen, sprechen wir von einer



gquantitativen logischen Wahrscheinlichkeit.- Die Betrachtung

der MaBifunktionen zeligt insbesondere, dal die Aussage, daf

die relativen Hiufigkeiten der Ereignisse E(A) konvergieren,
ein maximales Element in der komparativen Struktur darstellt.
Auf Grund dieser Betrachiung ist es gpulidssig, auf Grund der
Konzeption K den Limes der relatlven Hiufigkeiten sinzufihren

und als statistische Wshrascheinlichkeit zu bezeichnen.

Mit Hilfe der MafBfunktionen 188t gich weiterhin die Geschwindig-
keit der genannten Konvergensz abschitzen. Fir jede Maffunktion
my B K gilt ndmlich das Analogon zur BeruouULl ) 'schen Un-
glelichung:

mK(!hn - %iﬁ hn[ < e} » 1 - V/4net i b Dbezeichnet
dabeil die relative Hiufigkeit der E{X)

Weiterhin gelingt es in der Arbeit, Relaticnen fir den Begriff
der statistischen Unabhingigkelt zu gewinnen, die in Termini

der komparativen Wahrscheinlichkeit gehaltien sind.

Besondere Bedeutung besitzt die vorliegende Arbelt flir die
Quantenmechanik: Die im Bereich der Quantenmechanik gegebene
Gleichartigkeit der PhiEnomene erkldrt ihr statistisches Ver-
halten.

Die iibliche Mathematische Statistik wird in dieser Arbeit be~
griindet., Allerdings erscheint es auf Grund dieser neuen Theorie
angemessener, neben dom Begriff der statistischen Wahrscheinlich-
keit auch den Begriff der subjektiven,bzw., da wir den Begriff

der subjektiven Wahrscheinlichkedit nur als Hilfsebegriff zulassen,
den Begriff der logischen Wahrscheinlichkeit zu verwenden,

Bemerkenswart ist der folgende Duslsimus: Dag statigtische Ver-
halten gleichartiger Phinomene 1H8t sich einmal nach dem Vorbild
der Klasgischen Wahrscheinlichkeitsrechnung wit Hilfe einer Zahl,
der statistischen Wahrscheinlichkeit, beschreiben; zum andern
lassen sich aber alle Formeln fiir die statistische Wahrschein~
liehkeit auch mit Hilfe einer Funktion, genannt staitistische
Wahrsecheinlichkeitsfunktion, ausdriicken. Diese Funktion ist
dabei definiert als Grenzwert der relativen Haufigkediten,

abhingig von dem jeweiligen Ergebnis o .

Die statistleche Wahrscheinlichkeitsfunkition ist dabei der
primdre Begriff; der Begriff der statistischen Wahrscheinlich-
keit wird daraus abgeleitet; er ist definiert als Wert der
statistischen Wahrscheinlichkeitsfunktion fir das unbekannte,
wahre, tatsdchiich in der Natur vorliegende Hrgeimis & .

Fiir das Hume fsche Problem, das induktive SchlieBen, scheint
die vorliegende Arbeit beisplelhaft eine gewisse Lisung au
bieten.

Die entwickelten Begriffe, wie Xonzepltion, MaBfunktion, logische
Wahrscheinlichkeit, etc. erscheinen iiber den Begriff der Kon~
zaption der Gleichartigkeit hinsus auch allgemeliner von Be-

deutung #u sein.




BEZE 1 CHNUNGEN

1) Wir benutzen - als Bestandteil der Umgangssprache - die fol-

genden logischen Zeichen:

Logische Implikation: A = B : Aus A folgt B
Logische lquivalenz: A =k B 3 A ist Hquivelent zu 3B .
Definierender Doppelpunkt: a:=b t a ist definitionsgemi8
' gleich b .
A ¢ == B : A ist defintionsgemif

dguivalent zu B .
411~ und Existenzoperatoren: V¥ , 3 .

2) Wir verwenden den folgenden maftheoretischen Formalismus:

# bezeichnet die leere Mengs.
Q2 begeichnet die zu Grunde gelegle Ausgangémenge, w die dies-
beziigliche Variable fiir die Eilemente von & .

A+ B bezelchnet die Vereinigung der Mengen & , B .

A.B begeichnet den Durchschnitt von A& , B .

% begzeichnet das Komplement von A besziiglich der Grundmenge &
LA bezeichnet die Vereinigung der Ai .

H'Ai bezeichnet den Durchschnitt der &, .

A+ B = A+ B , sofern AB = .

LA, t= L'A, , sofern Ai’Aj = @ fir alle 1 , 3 mit 1#j .

Sei § eine Teilmenge der Potenzmenge 7(2) wvon § 3 dann
bezeichne:

KQ den kleinsten Mengenkfrper, der ¢ enthalt.

Bg die Borel'sche Erweiterung von ¢ , dh. den kleinsten
g-Korper, der § enthdltl.

AtA{A} bezeichne dag Kartesische Produkt der A(X) .

I°#{3) bezelchne den Produkt-o-Korper der g-Kdrper A(X)

Der im Allgemeinen zu Grunde gelegte MeBraum wir mit (51,4}
bezeichnet.

Hine A-meBbare Funktion (Zufallegrife) schreiben wir in der
folgenden Schriftart: flw) , h{w) , plw) ,» K{w) , ete.

Zu den tatséchlichen, wahren , normalerweise unbekannten Element

& aus $ fihren wir zu einer derartigen Funktion f das
das folgende Symbol eln (Fettschrift) : f:= r{(d) .

Wir gebrauchen h#¥ufig die folgende Abklirzung:

{f =gl = {w: flw) = olw)} .

dv = fdu bedeutet, dall v die Radon-Nikodym-Dichte f
beztiglich p besitzt.

3) Als Symbol fiir die natlirlichen, rationalen, bzw. reellen Zahlen ge-
brauchen wir die folgenden Buchstaben in Fettschrift: N , 0 , R

4) Manchmal setmen wir voraus, dal sich gewisse unserer ifber-
legungen in einer formalen Sprache L darstellen lassen; diese
Bprache soll dabei nichl weiter spezialisiert werdes und beliebig
reich sein; sie so0ll insbesondere die folgenden logische Zeichen
enthalten: v, A , als Zeichen fir die Disjunkiticn und Konjunktion:
+ , = als Zeichen fiir die materiale Implikation und Aguivalenz,
sowie die folgenden Quantoren V , A

Ist A ein Satz von L , so bedsute

- A , A ist logisch wahr in L .

5) Fir die in dieser Arbeit epeziell definierten Symbole folgt

am Ende der Arbeit, auf Seite 108 ein weiteres Verzeichnis.

6) Buchstaben in eckigen Klammern beziehen sich auf das

Literaturverzelchnis, eiwa iC}




§1 DER BEGRIFF DER LOGISCHEN WAHRSCHE INLICHKE!T

{1.1) Ereignis und Ereignigkdrper

Der von uns zu entwickelnde Wahrscheinlichkeitsbegriff besmieht
sich auf mogliche Freignisse, denkbare Situationen der Wirklich-
kelt, kurz Ereignigse genannt.

Wir bezeichnen in dieser Arbeit Ereignisse mit groBen latel-
nischen Buchstaben: % , & , B, ¢ ,... .

Wir setgen weiterhin voraus, daf die von ups betrachteten Fr-
eignisse aus einem o-Kdrper A lber der Grundmenge @

stammen, A heiBt der unseren Betrachtungen zu Grunde gelegte
Ereisniskfrper.Mathematisch gesprochen, stellt (9,4} ein

Meliraum dar.

{1.2) Die schlichte logische Wahrscheinlichkeit

Aus der logischen Struktur gewisser Breignisse A , B
ergibt sich die folgende Aussage:

A < B  in Worten: A ist aus logischen Griinden hdchstens
so wahrscheiniich wie B .
Diese Aussage 18Bt sich dabei wie folgt verdeutliche: Eine Wettes

auf A isgt aus logischen CGrinden hdchstens so gut wie slne
Wette auf B 3 dabel soll die Wette auf A dieselben Bingdtze
haben wie dle Welte auf B ; gensueres zum Begriff der Wette
siehe (1.6} .

Beisplei: & < A+B .  AB < A,

a -

Diege Beispiele sind ein Spezialfall des folgenden Axioms, mit
dem wir zu einer sraten prézisen Eingrenzung des bls jetzt nur
intuitiv gefaBten Begriffs der loglschen Wehrscheinlichkeit W<
komuen

Axiom C

= A& B = 4 < B .

Die Begriindung dieses Axioms 1ist sehr einfach: Wenn wir aus den
Eintritt von A auf den FBintritt von B schllefien kdnnen,

so ist mit jeder Wette auf A auch die analoge Wette auf B
gewonnen. Wir werden slso die Wette auf 4 der Wette aul B
nicht vorziehen.

Wir wollen hier nicht untersuchen, ob es weltere Axiome fur

den obigen Begriff der logischen Wahrschelnlichkeit "< gibt,
sondern uns dem im Folgenden entwickelten Begriff der logischen
Wahrscheinlichkeit auf Grund einer Kongeptltion zuwenden,

{1.3) Pie logische Wahrscheinlichkelt auf Grund einer Kongzeption

Unter einer Kongeption K versiehen wir theoretische Vorsteliungen

T und Informationen I , die wir zu X szusammenfaassen: K = T a 1

Es mul dabeil darauf hingewiesen werden, dall es mitunter schwer-
£811%, theoretische Vorstellungen und Informationen exakl aus-
einandersuhalten, da in Informationen im Allgemeinen auch theo-~
retische Begriffe eingehen. Dennoch wollen wir das Schenma

K=7Tnr1 im Sinne eineg heuristischen Ansatzes beibehalten.

Wie wir im Folgenden sehen werden, ergibt sich Fflir gewissss
Ereignisse A , B aus der logigchen Struktur ven K , A, B
die folgende Aussage:

A B ; in Worten: Auf Grund der Konzeption K 1ist

NS
A hdchstens so wahrscheinlich wie B .

Unter der logischen Wahrscheinlichkeit "%," veratehen wir
somit eine komparamtive Bewertung gewisser Ereignisse suf Grund
einer Kengeption K ; die Aussage A “k B grgibt sich
dabei nllein aus der logischen Struktur ven K , A , B gemil
den zu formulierenden Axiocmen.

Zunichst 18R+t sich die Tolgende Erweiterung von Axion O

formulieren:

Axiom 1

Wenn K logisch impliziert, daf A in B enthalten ist,
In Formeln = K+ A B , dann gilt: A B .

Das wichtigste Axiom bel dieser Begriffsbildung ergibt sich
bei einer Kongzeption K , auf Grund derer gewisse Ereignisse

E{x} , A€ A als gleichartig erscheinen.




5]

Per intuitive Begriff gleichartig 1H8t sich priszisieren: Die

Merkmale, um die sich die Ereignisse E{(i) und E{Ax') unter-
gcheiden, sollen auf Grund der Konzeption K ohne EinfluB auf
den Eintritt dieser Ereignisse sein. Eine weitere Prdzisierung

des Begriffs "gleichartig” ergibt sich dann, wenn man sich die

Konzeption K und die Ereignisse E(A) in einer formalen Sprache

L gegeben denkt, so daBl sich die Irrelevanz der unterscheiden-
den Merkmale in der formalen Struktur vomn K und E(A) wider-
spiegelt. Der Begriff gleichartig ist dabei so zu verstehen, dad
auf Grund von K auch Durchschnitte der Linge n aus den E{x}
gleichartig sind; insbesondere goll die innere Struktur vem 4 ,
etwa eine auf A gegebenene Topologie, irrsievant sein flir den
simultanen Eintritt von n  verschiedenen Ereignissen E(ir) .
Damit ergibi sich das folgende Axiom:

Zundchst eine

Definition: A ~K B : HE A ~p B und B ~% A .
Axiom 2

Aus der Gleichartigkeit der Ereignisse E(A) , 2 € 4

auf Grund einer Konzeption K ergibt sich die folgeude
Wahrscheinlichkeitsstruktur:

B ) BOY) o BG)LLEGL) 5 Ay # Ao A £ Ai fiir

Ein konkretes Beispiel fiir eine gleicharitige Ereignissesamtheit
bildet eine Folge gleichartig polarsierter Photonen, die auf ein
Polarisisationsfilter trifft; E{i):= i-tes Photon passiert das
Filter. Nach den Vorstellungen T der Quentenmechanik gpielt

die zeitliche Reihenfolge der Photenen keine Relle, was den Durch-

gang durch das Filter anbelangt; also gllt Axiom X2

Ein weiteres Beilspiel bildet der sukzessive Wurl eines Wirfels
unter der Zusatzannahme, daB sich der Wirfel im Verlauf des

Wirfelns nicht dndert.

Ein Beispiel dagegen fiir eine nicht gleichartige Gesamtheit
bildet der wiederholte Wurf eines Wirfels unter der zusidtzlichen
Information, daB der Wirfel eine Uhr enthilt, die den Schwerpunkt

des Wirfels im Laufe der Zeit veridndert.

Am Beispiel des sukzessiven Wurf eines Wirfels liefe sich die
Miglichkeit den Begriff Ygleiehariig" formal zu prazisieren,
etwa wie folgt dartun: Wir interessieren uns fiir die Ereignisse
E{t) , daB der zum Zeltpunkt t geworfene Wirfel die Augenzanl
6 =meigh.

Die theoretischen Vorstellungen T wiren in diesem Fall die
Gesetze der Newhon'schen Mechanik. Die Informationen I be-
atinden unter anderem in der genauen Beschreibung der Beding-
ungen, unter denen der Wirfel zum Zeitpunkt t geworfen wird:;
etwa, daB der Wirfel in einem Wirfelbecher liegt., dieser Becher
mit der Hand eine halbe Minute geschiittelt wird und dann Uber
einem Tisch mit homogener Oberfliche umgedreht wird; wir be-
selchnen diese Bedingungen mit B(t} . W(t) bedeute, dal der
Wirfel zum Zeitpunkt 1t geworfen wird. I lieBe sich dann

wias folgt charakterisieren: I:= A t(W(t) » B(t)) ~ I

I, beschreibe die Information iiber den Wiirfel dahingehend,

daB es sich etwa um einen aus normalem Holz hergestelltien
Wirfel handle, dh., daB sich der Wirfel nicht im Verlauf des

Wirfelns sdndere, dh. daB er estwa keine Uhr enthalte.

Der nichste Schritt wire die Darstellung ven T , B{t) . ZO . E(t)

in einer formalen Sprache L . Denn niiften gewisse Frinzipien

formuliert werdensbezliglich derer der Begriff Tgleichartig({E(t)}}"

aus T, B(t} , I  zu erschliefen ist. Solche Prinzipien sind
etya: Die Gesetze der Newton'schen Mechanik dndern sieh nicht
abhdngig ven t . Die Bedingungen B(t) haben fir Jeden Wert
von + dieselbe formale Gestalt., Aus diesen beiden Eigenschaften
von T und B(t} , sowie 1, ergibt sich, daf der Paraneter 1
im Hinbliek auf K irrelevant ist, fiir die Frage, ob der Durche-
schnitt E{t,}...E{t )} eintritt.

s erscheint plausibel, daB sich der intuitive Begriff gleich-
artig, wie angedeutet, formal prédzisieren 1#B%. Die volle, exw«
plizite, formale Prizisierung dieses Begriffs wire sicherlich
sehr umstdndlich und wahrscheinlich auch schwierig und liegt
nicht im Bereich dieser Arbeit.

Fine formale Prédzisierung des Begriffs "gleichartig" bezliglich

einer nicht spezialisierten Konzeption K erscheint unmBglich.
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Zu diesem Zweek wiilte nimiich ein allgemeines Schema jéder
Jemals nur denkbaren Theorle entwickelt werden und beziliglich
eines sclchen Schemas Prinzipien angegeben werden, nach denen
sich auf Grund eben so allgemein konzipierter Informationen I
die Gleichartigkeit der E{X) ableiten 1dB8%.

Fiir die in dieger Arbelt entwickelten Thesen ist eine weltere
Prizisierung des Begriffs "gleichartig" sowieso nicht erfor-
deriich, da diese Arbeit nur in Angabe der Koseguenzen aus

Axiom 2 besteht und der Begriff gleichmrtig im Hinbdlick auf eine
wissenschaftliche Kongeption K dintuitiv so klar erscheint,

daf die Anwendbarkeit dieses Begriffes in prakiisch allen Fsllen
entschelidbar sein dirfte; im andern Fall sind natiirlich formale

Untersuchungen nicht zu umgehen.

(1.4) Die MaBfunktionen

Wie schon in (1.1) bemerkt, setzen wir voraus, dall die bew
trachteten Erelgnisse aus einem o-Kdrper & iber 9 siammen.
Burch die cbigen Axiome ist die komparative Struktur ”(K"
definiert fiir gewisse geordnete Ereignispaare {4,B) ; die Ge-
samtheit dieser (A,B}) heifle Hy o

Definiton

ey heifBt eine MaBfunktion zu der gegebenen kompérativen Struk-
tur ”EK” » wennr giltb:

a) mp st ein MaB auf £

b} mF(Q) =1 .

a) mK(A) = mK(E) fir 81le ({(4,B) aus Ay

{1.5) Die Gestalt der MaBfunktionen

Per Ereigniskdrper 4 mit der Grundmenge & sel die Borel'-
sche Erwelterung der auf Grund von X gleichartigen Ereignisse
E(A) , Aeh, dhor Ki= {E(A) : Ae A} .

Satz

Eine MafGfunktion g auf K ist durch die folgenden Zahlen

w, eindeutig festgelegt: w_:= mK(E(A1}...E(An)} > alle A
verschleden; nach Axiom 2 hingt mK(E(Aﬁ),.,E(An}) nur ven n o,

nicht aber ven den spesiellen Parametern A, ab.
1

1

Bewels

Sei (Gr= K{E(A} 1A &4} der durch die E()A} erzeugte Mengen-
ktrper. Dann iat ¢  Tbekannlich die Menge aller endlichen Ver-
einigungen von endlichen Durchschnitten gewisser BE{A} und ge-
wisser T{u) . Sei A ein beliesbiges Eisment sus ¢ ; dann

gilt also:

A= I ( m E(ay 3.( o Ee) ).
endlich endliech endlich

A{A) sei die Menge sller % , u , die in der oblgen Darstellung
vor A vorkommen. Dann gilt: JA(A)] =:N < = ., Weiterhin gilt:
b e ME(A) + A € a(A)} =:6(A) . Der endliche Mengenkdrper &(A)
hat bekanntlich die Atome

ay e . E(x)
E {o.)...B "{a,) mit  { G .00y 05} = A{A) und ET(1):= {_
1 N 1 N
E{x)
A stellt dann die disjunkte Vereinigung gewisser Ailome
ven G(A) dar:
¥ Oy
& = b E (o). B o)
gewlsse (ag,.v..,ay)
Es gilt nun {siehe [F] } :
I 1
me (B0 ). o B0 ) By b B ) = kzw(k}(-nﬂwm A

Daraus folgt, dab sich wmy(A) als Summe gewisser w = dar-

s
stellen 18B5%t.
Pamit ist =y awf & durch die w, eindeutig festgelegt und

somit auch auf der Berelschen Erweiterung A wvon § .

Nicht jedes System von Zahlen w = flihrd jedoch zu einenm

Mal my auf K . B0 nmilssen die Wy etwa die folgende Be-

o " (3 k
dingung erfiillen: 0 < I k' (=1) Vosx S 1.

k>0
Eine durchsichtige notwendige und hinreifchende Bedingung
dafir, daB die W, ein Mal My definieren, liefert das

folgende Theorem:
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De Finett1 - Theorem 1
Voraussetzung: |A] > N().

a) Erfiillt ein normiertes MaB wm auf dem durch die Ereignisse
B{}) , A A , erzeugten o-Kbrper K die Bedingung

m(E(3g).  B(A )] = w  rir A # A, bel i#), so gibt es ein
normiertes Ma ¢ auf dem ¢-KSrper der Borelschen Mengen iber
dem Einheitsintervall mit der Bigenschaft w_ = /x"d¢ . Fir

ein allgemeines Ereignis A € ¥ gilt dabai m(4A) = f p (A) d¢ ;
dabei ist px(A) die nach der iiblichen Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gebildele "Wahrscheinlichkeit" vorn A unter der Veraus-
setzung, daB die Ereignisse E(A) unabhingig sind mit der festen
"Wahrscheinlichkeit" x€ [0,11 .

b} Stellt umgekehrt & ein normisrtes Maf auf den Borelschen
Mengen des Einheitsintervalls dar, so fihrt die Definition
m(s)s= f p,{A) d&  zu einer MaBfunktion auf & , die die
Bedingungen ven a) erfiillt.

Das obige Theorem stellt eine Erweiterung der Regultate von
DE FinNeETT) dar, die wie folgt lauten (sishe [F] }:

DE FINETT! = Theorem 1
Voraussetzung: ial = No

a)} Erfiillt ein nermierter Inhalt m auf dem durch dis Freig-
nisse E(A} , A € A, erzeugten Mengenkbrper ¢ die Bedingung
m(E(Al)..,E(An)) = w, flr Ay # Aj beli 1i#] , so gibt es
ein normiertes MaB ¢ auf den Borelschen Mengen iiber dem Ein-
heitsintervall mit der Eigenschaft m(&) = [ pX(A) d¢ ; dabei
ist B, definiert wie oben,

b} Stellt umgekehrt ¢ ein normiertes MaB auf den Borelschen
Men
n{a

ven a) fir die Ereignisse aus ¢ arfillt.

en des Binheitsintervalls dar, so filhrt die Definiton
r= ] pX(A) d¢ zu einem Inhalt auf ¢ , der die Bedingung

J

(2} Da px(ﬂ) =1, wi{q)

13

Bererkung

Die Voraussetsung, [Al > N o ¢ im DE FingTTi-Teorem ist not-

wendig;: ein Gegenbeispiel fiir endliches A findet sich in {H] |

Beweis des o FingTT7-Theorems 1
1) Der Beweisvon ' findet sich in [F}]  und wird hier nicht

wiederheolt., Wir setzen also Theorem 1' im Weiteren als bewiesen

VOraus.
2} Wir beweisen zuniichst Theorem 1 unter der Vorausselazung
Il = N .

o}

)} Um Teil a) der Behauptung zu zeigen, muf bewiesen werden,

“dafl die Formel m{Ar) = px(A) dg aueh fiir die Ereignisse

A € K-G  gilt., Dieser Beweis findet sich in [R''] . Seite 38-47
und wird hier nicht wiederholt. Es sei jedoch soviel bemerkt,

daBl sich dieser Beweis mit Hilfe von Dynkin-Systemen erbringen
148t, Dabei muf zunichst gezeigt werden, daB die Funktion pX(A)
bei festem A eine Baire'sche Funktion von x ist, sonst ist
das obige Integral nicht definiert.

B) Ist bewiesen, daf px(A) eine Baire'sche Funktion ist, so
ist sehr einfach sinzusehen, daf die Definiton m{A):= Ipx(A) dé
i sinem MaB auf A flihrt, das Teil b} der Behauptung erfiillt.
Es gilt ndmlich:

(1) Da p (a) 2 0, w(A) = 0.

1.

(3} Da p (ZE;) = Ip {E;) < 1, ist nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz die Summenbildung mit dem Integral
vertauschbar und folglich m(ZEi) = Zm(Ei} . Die Bedingung

der Gleichartigkeit ist trivialerweise erfiillt. Damit ist Teil b)
der Behauptung fir abzZhlbares A gezeigh.

3} sei Al > N
a) Beweis von Teil a) der Behauptung: Sei = ein MaB auf A ,
das die Voraussetzungen voun Theorem 1 erftillt. A' asei eine
abzihlbare Teilmenge von A . K(AT):= B{E(A}: X € A"}
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m'jx{at) sei die Beschrinkung von wm|X auf K{A'} , Dann i E hat némiich = die Gestalt: wm(4} = f pX(A) d$ ; nach Theorem 7
gilt nach Beweigteil 2} : Es gibt ein ¢ = ; fiihrt diese Formel zu einem Mal auf A und damit ist geszeigt,
= — n H t ., i s n . : e
v, ® m(E(A{},..E(Aﬁ)) = m'(E(A{)...&(Aé)) = [ x d¢ Aie A : daB sich wm zu einew MalB erweitern 1EAL.
sowie mi{a) =1J pX(A} do fiir 8 € £{a') . Dabei kann voraus-
r i i d bzahlbare Menge e =
gesetal werden, daf fir eine an e#e anas mene . N {1.6) Die subjektivistische Deutung der MalBfunktionen als
daasselbe MaB ¢ die Gleichung w*(4) = [ px(ﬂ) d$ fir A € K(a%) .
erfillt, da die Zahlen w, fir n' , m* Ubereinstimmen. Bs bleibl zu i faire Wettguobiententen
zeigen, dal es zu jedem A€ K ein A' gibt mit A€ K{a') . ;
Es mull &lso gezeigt werden, daf gilt: i Wir betrachten ein Individuum J , das die Konzeption X ak-
, ] zeptiert und "Wetten" auf Ereignisse abschlielt gemidf der fol-
Behauptung: A & y KinTY =2 K . ;
A‘E.A.{A'i=NO ; genden

Bewelsg: Definition
(1} k'3 ¢ . Sei nimlich 4 €& , so gilt: ; Eine Wette W auf das Ereignis A 1ist eine Abmachung zwischen
A= T e E (A} I F(x) . Daraus folgt: & liegt 5 3 und einer "Bank", die besagt, daf 3 Tbeim Eintriit von A

andlich endlich endlich ] den Geldbetrag & > O von der Bank erhdlt, wihrend es beim
in einem geeignet gewdhlten K{a'}) =it abzdhlbarem AT . - Tintritt ven A den Geldbetrag s > G an die Bank bezahlen
(2} &' igt gin o-Korper, denn: g muB. s , & heiBen Einsdtze, g:= s + 8§ heilt Gesambeinsatz:
(1) A€ K' = 3A : A€ K{a'} = F € K{pvy = & €K' . : og wird stets vorausgesetzt g > 0 . g:= g/{s + §) heilt
(i1) A € &7 = 3A.& & = ba =8, , A€ KO ) : Wettguotient bei dieser Wette.
= A, € K(Z Aj) fiir a%le v e e Wir nehmen an, dal 3 mehrere Wetten W,,...,W, dieser Art
- LA, € KX Aj) g Aj1 "N B ’ ; eingehen kann. {W,,...,W )} nennen wir ein Wettsysten;
Damlt ist Teil a) von Theorem 1 bewiesen. i r = 1,2,3,... oder r = ®» , Finzelwetten zihlen als Weti-
B} Beweis von Teil b) won Theorem 1 3 Wie eben gezeigi, izt i systeme mit r = 1 .
jedes A € £ 1in einem geeigneten A{A'} enthalten und folglich 1 Wir nehmen im Folgenden an, daB J fiir gewisse Wettsysteme
ist nach Beweisteil 2g) die Funktion p {A) Balre'sch. Alles . anzugeben weifl, ob es ein System von Wetten {W,,...,W )
Weitere ergibi sich wie im Bewelsteil 28).- Dawit ist Theoren ] : einem anderen System {Wj,...,W!) vorzieht oder nicht, dh.
bewicgen. ob es lieber sinmultan die Weiiten W1,...,Wr oder lieber

simultan die Wetten W{..,‘, 1 abschlieft, in Formeln:
Die Schar der MaBfunktionen auf 4 ist also gegeben durch die ; (W1.---,Wr).mﬂ(w{,.a.,WQ) ; gesprochen: (W',...,Wﬁ} wird
Menge aller normierten MaBe iiber dem Einheitsintervall. i {W?,.,.,Wr) vorgezogen.
et d e Th 1 Weiterhin kann es moglich sein, daB J zwie Weltsystenme
g2 onnt A iner as DE FINETT: - eorem

Eemerkup Man kfnnbe sunachet meinen . E . # und &' fir gleich gubt erachtet, in Formelmn: & = #'
stelle insofern eine schwidchere Aussage als das Theorem 1 dar, :
alg in Theorem 1 die stdrkere Voraussetzung gemacht wird, dab f Wir sprechen dann von einer Préferenzstruktur von I fir

m ein MaB suf X ist, wihrend in Theorem 1' nur verlangt wird, Wettsysteme.Diese Priaferenzstrukiur soll dabel einer Reihe

daR m ein Inhalt auf ¢ ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, von Forderungen geniigen, die in [H'] dargestellt sind, der-

da sich jeder Inhalit, der die Voraussetzungen von Theorem 1! art, dal wir von einer rpationalen Praferenzatruktur des Indi-
I3 H

erfiilit, zu einem MaB suf A erweitern 15B%t. Wach Theorem 1! viduums J sprechen konnen.




Wir benGtigen die folgende

Definition

¥ heiBt inverse Wette zu W, wenn J beim Eintritt von 14 den Geld-

betrag s erhdlt, widhrend es beim Einitritt von A den Geldbe-
trag s ©bezahlen muB. Die inverse Wette W entsteht also aus

W dadurch, dal die Rollen von Spieler und Bank vertanscht
werden. W hat den Weitquotienten g:= 1 - g

Definition

J betrachtet eine Wette W als fair, wenn gilt: W = W

Der Wettquotient zu einer fairen Wette helBt fairer Wettguotient.

Auf Grund der in [ H'] dargestellten einfachen Axiome iiber die

Praferenzstrukitur gelten nun die folgenden Sdtze:

Satz 1
Zu einem beliebigen Ereignis A gibt es genau elnsn faliren

Wettquotienten ¢g(A) , abhingig von 3

Satz 2
0 =q(@) < qlr) < g(n) = 1.

Satz 3
q(EAv) = Eq(AV) ;v €N,

Der durch die rationale Prdferenzstruktur von JF eindeutipg
bestimmte faire Wettquotient g{A) stellt ein MaBd fiir die
subjeittive Wahrscheinlichkeit dar, die 3 dem Ereignis 4

zumilt.

Zwischen den Relationen EK s £, E formuliersn wir den
bereits in (1.2) angedeuteten Zusammenhang:

Zundchst eine

Definition

W Bl HET S [ oder & = &' .

Prinzip P
A <y A 5 W sei eine Welie guf A , W' eine Wette auf A’
W und W' besitzen dieselben Einsdtze s , 8 .

Dann gilt: Fir jedes ratiopale Individuum 3 .

das die Konweption K akzeptiert, ist bei beliebigen

Fins#itzen s , 5 : W= W'

Satz

W, W', A, &', s , 8 seien definiert wie im Prinzip P
Dann giit fir den fairen Wettquotienten g(A) eines ratio-
nalen Individuums 3 =

W aBW' bel beliebigen Eisitzen s , =t qlay < q(an)y .

231

Bewals

Zum Bewels von Satz 4 bendtigen wir die Theorie der Utility
von NEuMANN, MORGENSTERN (sishe [Nj)'geméﬁ der Bemerkung anm
SehiuB von [#'1 . Danach gilt nidmlich:

Wag W' AF U(s)g + (1-q)U(-s) < U(slg' + (1-g")U{-z} ,

gqi= q{4) , q':= qlA'}

1

4k {U{s) - U{-s)ilq - q'} = 0 g a < g , da

U{s) > U{-s) flir g = &+8 > 0 ;die Utility eimnes Gewinns ist
stets grifer als die Utility eines Verlusts, vorausgesetszsi, daf
nicht beide, Gewinn und Verlust,gleich Null sind.

Aus Prinzip P und Satz 4 ergibt sich fir jedes Individuum,
das die Konzeption K der Gleichartigkeit akzeptiert:
a(B(u )L EG)) = a(BOG) . EGY))

Auf Grund der vorangegsngenen Sitze lassen sich die MaB{unk-
tionen oy demnach als die falren Wettguotienten,- die sub-
jektiven Wahrscheinlichkeiten -~ , eines Individuums deuten,

das die Konzeption K akseptilaert,

(1,7) Die Vervollstdndigung der komparativen Struktur

Aus Prinuip P und Satz 4 des vorangegangenen Abschnitts
folgt:
Bei g4 der faire Wettquotient des Individuums I j dann gilt:

A g &1 AF aq(A) < g (&%) fir jedss rationale Individuun

J , das die Konzeption K akzeptiert.

Das fihrt zu dem folgenden Axiom:




18

Axiom 3

Gilt fiir alle MaBfunktionen der Konzeption K : my(E) < mp(E')

g0 sel E <x E'

Bemerkung: Wegen (1.4c¢c) kann diese Erweiterung der komparativen

Struktur, <K , zu keirem Widersprucgh filhren.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind zusdtzliche Axiome fir
eine komparative Wahrscheinlichkeitsstruktur bekannt. Diese
Axiome ergeben sich hier als triviale Folgerungen aus Axiom 3 3
Satz 1

Die Struktur, N ist transitiv.

Satz 2

G311t fir alle 1 € M : A, <, B, , dann ist LA, <, LB
~K Ti i ~K

Zu der in dieser Arbeit ungewthnlichen Beziehung zwischen kompsa-

rativer Struktur “x und metrisierenden Funktionen By sind

noch einige Remerkungen ndtig. HYblicherweise sieht diese Be-
ziehung #o aus, dad man von einer komparativen Struktur ausgeht
und von dieser Struktur Axiom 1 und die in den Sitzen T , 2
angegebenen Eigenschaften als weitere Axiome verlangt. Man gzeigt
dann, daB sich diese Struktur durch o-additive Funktionen metri-
sieren laBt.

Hier gehen wir zunichst von gewissen komparativen Grundaussagsn
g
Funktionen. Dann erweitern wir diese Struktur gemi8 Axiom 3

Da wir die o-hdditivtit der metrisierenden Funktionen dadurch
begrindet haben, daB aich die MaBfunktionen als faire Wett-
gquotienten interprebtieren lassen, ist Axiom 3 gemdd Prinzip P
und Satz 4 von {1.6) gut begriindet und die in den SHtzen T , 2
ausgesprochenen Eigenschaften der komparativen Struktur sind
zwingend.Hitten wir wie iiblich,von Anfang an Satz 2 als Axiom

zus und metrisieren diese Strukiur HK dureh c-additive

aufgestelll, so wiren wir in der schwierigen Situation, dieses
Axiom zu motivieren, das sich hier ganz natiirlich als Folge

von Axiom 3 ergibt,
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(1.8} Die guantitative logische Wahrscheinlichkeit

Sei A ein Breignis mit der Eigenschaft, daf bel gegebener
Konzeption K jede MaBfunktion zu dieser Konzeption fir das
Ereignis A denselben Wert besitzl. Dann fihren wir fir das Er-
eignis A die folgende Begelchnung sin:

Tgldda= me (8} 3 1;(4) helBt die guantitative logische Wahrgchein-
lichkeit von A bei der Konzeption K .

Die Funktion lK(A) ist also nur flir spezielle Eresignisse defi-
niert; ein Beispiel aufler den trivialen Belspielen A= und
420 werden wir in (3.1} kennenlernen.

Weitere Beispiele ergeben sich in der Carnap'schen Theorie der
logischen Wahrseheinlichkeit {siehe [C] ), wo die Familie der

zuléissizen MaBfunktionenen erheblich eingeschrinkt wird.

Man verifiziert leicht, dal der Definitionsbereich von 1K ein

a-Kdrper Ly € K darstellt und 1, ein ¥aB auf Ly lst;

genauer:? {Q,LK,IK) ist ein Wahrscheinlichkeitsfeld im iiblichen

mathematischen Sinne.

Die Definition der guantitativen logischen Wahracheinlichkeit
entspricht dem Vorbild der deduktiven Logik: Ein Jats heillt
logisch wahr, wenn er bel jeder Interpretation den Weri,wahr,
erhilt, Bntsprechend hat A die quantitative logische Wahy -
schelnlichkelit lK(A) , wann bei jeder subjektiven Wahrschsin-
lichkeitsbewertuné das Erelgnis A& denselben Wert 1.(A) erhdlt.

fus den Ubsrlegungen von (1.6} ergibt sich das folgende

Anwendungaprinzip 1
Das Ereignis A besitze eine guantitstive logische Wahrschein-

lichkeit IK(A) . W sei eine Wette auf A4 . Dann stellt 1K(A)
fiir jedes die Konzeption K akzeptierendes Individuun den Wett-
quotienten dar, bel dem die Wette W auf Grund vomn K fair ist.
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{1.9) Die quantitativen logischen Wahrscheinlichkeitsschranken

In (3,4} werden wir auf ein Ereignis A stolen mit der Eigen-
schaft, daf fir jede MaBfunktion me o zu Kogilt: me(A) >8>0,
obwohl die Werte m,(A) alle verschieden sind und sowit eine
quantitative logische Wahrscheinlichkeit Fiir A nicht existiert.
Gemdf den Betrachtungen von (1.6) 1H06% sich diese Situation wie
folgt deuten:

Anwendungspringip 2

Es sei fir jede HaBfunktion mp o ozu K oiosg < mK(A) <8y .

W sel eine Wette auf A . Dann gili: Ist der Wettquotient von
W kleiner als By » 80 ist die Wette W der Wette W vorzu-
ziehen, Ist der Wettquotient grdBer.als 8, 5 80 1st umgekehrt
die Wette W der Wette W vorzuziehen.

Die Schranken Si heiflen gquantitative logische Wahrachein-

lichkeitsschranken.

(1.70) Die bedingten Konzeptionen

Zu der Konzeption K trete die neue Information A hinzu, die
basagt, dall das Zreignis A E X eingetreten ist,

Dann wollen wir zunichst voraussetzen, dall wir auf Grund der
Information 1§ zu der Konseption K'i= Ka B ibergehen,

Wir werden spdater in {5.2) den Fall kennenlernen, daB wir
durch die Information E die Konzeption K fiir erschilttert
halten und zu einer ginzlich neuen Kenzeption Kneu iibergehen.
In den Yberlegungen dieses Abschnitts sei aber angenommen, dai
die Konzeption K' in ihren thecretischen Vorstallungen mit

X tibereinstimmt und sich von K nur durch die zusitazliche

Information ﬁ unterscheidet,

Muitipiiketionsprinzip

q{E} sei der faire Wettguotient des Individuums 3 bei der
Konzeption K , gq'(E} sel der faire Wettquotient von 3 bei
Ki's= K A & . Dann gilt fiir beliebiges E e X :

q'{E).q{a) = q{E.4) .

Zur Beweis dieses Prinzips siche [H'}

21

Entgegen unserem urspriinglichen Vorgshen charakterisieren wir
die wahrscheinlichkeitstheoretischen Folgerungen aus K' nicht
dureh dis aus X' folgende komparative Struktur, sondern durch

die auf Grund von K' zugelassenen MaBfunktionen my,

Axglom 4

Die Konzeption XK' = K A i besitzt die folgenden MaBfunktionen:
mK,(E) = mK{E.A)/mK(A) . -

Mafifunktionen mit der EKigenschaft mK(A) = (¢ liefern belnm

Hbhergang wu der Konzeption XK' keinen Beitrag.

fuf Grund der Konzeption K' spielen nimlich nur noch Ereignisse
ES A eine Rolle: eine MaBfunktion my , s0 daB mK(A) = 0 ,
besagt nichts iber Ereignisse E& A, da filr all dlese Erelg-
nisse unterschiedslos gilt: mK{E) = ¢ . Daher liefern derartige

MaBfunktionen beim Ubergang zu K' keinen Beitrag.

Die aus K' folgende komparative Struktur ist durech Axiom 3

festgelegts
Satz
Sei K' = KA B ; dann ergibt sich die komparative Wahrachein-

lichkeitsstruktur Sxroe wie folgt aus der Struktur x

E <

g B =ik E, A <y E..A

1 2

Bewels ‘
E, < By =k mg o (Eg) < mpe(Ey)  fiir alle MaBfunztionen

der Konzeption K' (gemB Axiom 3 )
== mK(E?°A)/mK(A) < mK(E2.A}/mK(A) fiir alle MaBfunkticnen

der Konzeption K mit mpla) # 0.

Sk mK{Ej,A) < mK(EQ‘A) flir alle MaRfunktionen der Xonzeption K.

e E?.A 2k By A {gemdad Axiom 3 3
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{(1.11) Die Vermeidbarkeit des Begriffs der subjektiven

Wahrscheinlichkelt

a) (1.6} fiihrt an, daB sich die MaBfunktionen als subjektive
Wahrscheinlichkeit eines Individuums J , das die Konzeption X
akzeptiert, deuten lassen. Aus der speziellen Deutung der sub-
jektiven Wahrscheinlichkeit als faire Wettquotienten, liel sich
gemd [H'} ableiten, daB dle MaBfunktionen c-additlv und multi-
plikativ sind.

Die jnhaltliehe Deutung der Malfunkiionen als subjektive Wahr-
scheinlichiteiten, bzw. als faire Wetiquotienten elnes Individu-
ums J wurde benutzi, um die Anwendungsprinzipien 1 , 2 und
die Axiome 3 , 4 =zu erlangen.

Allerdings ergibt sich daraus die Konsequenzi

Der objektive Charakter der gewonnenen Aussagen ist im Sinn
~von intersubjektiv zu sehen. Dieses Ergebnis erscheinit genause
inaddquat, wie wenn man die Glliigkeit der quantorenlogischen

Theoreme mit dem Pridikat intersubjektiv versehen wirde.

b) AuBerdem wird hier die Ansicht vertreten, daB der Begriff
der subjektiven Wahracheinlichkelt zwar eine sehr hilfreiche
Vorstellung,aber letszten Endes hichst fragwirdig ist.

Wir wollen zundichst mehrere Deutungen des DBegriffs der subjek-
tiven Wehrscheinlichkeit 97 eines Individuums J geben:

{1) Es gibt ein reales Individuum J , aus dessen
empirisch getesteten Wettverhaltens sich die Funktion

94 ergibi.

Die Interpretation (1} fihrt also in den Bereich der empirischen
Psychologie und scheint v5llig belanglos fiir die Giltigkelt der

vorliegenden Ergebnisse zu sein.

(2} Man konstruiert zu einer vorgegebenen Funktion g

einen Roboter, der Wetten gemiB dieser Funktion abschliseft.

huch dieser Standpunkt, daf man einen derartigen Roboter kon-
struieren konnte, scheint nicht sehr belangvoll fiir die vor

liegenden Fragen zu sein.

(3} Man fingiert ein Individuus 31 , das iber dis
Konzeption KJ verfiigt, aus der sich eindeutlg die

Malfunkiion my = g4 ergibt.
3J

in dieser Version wire der Begriff der subjektiven Wahrschein-
lichkeit als eigenstidndiger Begriff aufgehoben und fiele mit
dem CarRNAP'schen Begriff der logischen Wehrescheinilchkeit zu-

sammen, was sich etwa wie folgt formalisieren lisBe: c(E,Kj) = qz(E}

llerdings ist dies Deutung als BRuBerst utopisch anzusehen und
ebenfalils nicht von uns intendiert. Es ist Carnas ndnlich nicht
gelungen, salbst fiir das einfache Modell der mA-Funktionen,
Voraussetzungen zu finden,aus denen sich der Wert von A eln-

deutig festlegen lieBejsiehe [ 1 |

Der Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkelt erweist sich also
unter den verschiedensten Gesichtspunkten als entweder unerheb-
ilich fiir unsere Betrachtungen oder als HuBerst problematisch.
fuBerdem,- dies ist der entscheidende Gesichispunkt -, wird

hier die Ansicht vertreten, daf der Begriff der subjektiven
Wahrscheinlichkeit, atch wenn er ein hilfreiches Bild darshtellt,

doch grundsitzlich vermieden werden kann.

4) Die Vermeidung des Begriffs der subjektiven Wahrscheinlich-
keit 188t sich etwa wie folgi dartun:

Ein Wisgsenschaftler Jo betrachte die Konzepticn K und die
voraussetzungsgemdl daraus folgende Menge HK gewigser kompa-
rativer hussagen A < B . Wie in (1.2} dargestellt, bedeuten
diese Aussagen Anleitungen, wiec gewisse Entscheldungen zwischen
Wetten auf Grund von K 3zu treffen sind. J, frage sich nun,
ob sich aus K auch gewisse guantitative Wettanleltungen
folgern lassen.

30 ziehe dazu irgend ein System von fairen Wetiguotienten

auf £ in Betrscht, das mit X vertriglich und auferdsm’

in sich konsistent, dh. den Forderuagen ven ([H'] geniligen

mubB und fdlglich c-gadditiv und multiplikativ sein mubB.

30 ziehe in dieser Weige alle Mafifunktionen my in Betracht.
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3, erkennt schlieRBlich, dafl alle MabBfunkiionen auf LK iiber~
einstimmen und demgemdl 1, auf LK ein sich eindeutig und
notwendig auf Grund von K ergebendes System falirer Wett-
quotienten ist; er gelangt damit zu dem Anwendungsprinzip 1 .
In Ehnlicher Weise 18t sich die Ableitung der Axiome 3 , 4
und des Anwendungsprinszips 2 darlegen.

Der Kommentar, daBl die gewonnenen Aussagen objektiv im Sinn
von intersubjektiv sind, erscheint dabsil iberflilssig, da das

Wort subjektiv gar nicht mehr vorkommt.

Anstelle der swar hilfreichen,aber grundsitzlich zu enthehrenden
Formulierung, die MaBfunktionen seien subjektive Wahrscheinlich-

keiten, empfehlen sich die folgenden Verbalisisrungen:

Die MaBfunktionen =y sind die auf Grund von K pgglichen,
in sich konsistenten Systeme von fairen Wettguotienten.

1K igt das auf Grund von K notwendige System von faliren
Wettguotienten.
Nach diesen Ausfiihrungen wird asuch klar, warum wir von Anfang

an , das neutrale Wort "Mafifunktion mK" gewahlt haben.

AbschlieBend wollen wir noch bemerken, daB sich die in  {1.8)
bemerkte Analegle des Begriffs 1p sum Begriff der logischen
Wahrheit der deduktiven Legik, ernsthaft parallelisieren 1481
und sich insbesondere zeigen 1HA%t, daB sich alle in dieser Ar-
bait gewonnensn Aussagen A , so deuten lassen: Nach Kenstruk-
tion eines geeigneten Begriffs der Interpretation In gilt:
Jede Interpretation In , die die aus ¥ folgenden komparati-
ven Aussagen &K wahr macht, macht die Aussagen A wahr,
Fine Interpretation In ist dabei definiert, als eine gewisse
Menge von Priferenzaussagen liber gewisss Weltsysienme.

Die Demonstration dieser Moglichkeit fithrt jedoeh iber den

Rahmen dieger Arbeit hinaus.

Trotz dieser grundsdtzlichen Ablehnung des Begriffs der sub-
jektivern Wahrecheinlichkeit, wollen wir uns auch in der Folge,
mitunter des sbern hilfreichen Bilds der subjektiven Wahrschein-

lichkeit bedienen.

Z5

{7.12) Inhaltliche Bemerkungen zum Begriff der Wetle

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff, ganz gleich ob komparativer

oder guantitativer Art, soll als "Lebensweiser" dienen, oder
technisch ausgedriickt, RATIONALE ENTSCHE 1DUNGEN erméglichen.
Eine der einfachsten Entscheidungssituationen ist die Prd-
ferenz swischen Wetten,bzw. Weltisystemen.

Wie in [H'] dargestellt, 188t sich bereits aus diesem einfachen
Spezialfall der Entscheldungstheorie der o-Additionssatz und

der Multiplikatinsgsatz fir faire Wettguotienten ableiten, so-
wie auBlerdem zeigen, daB die Interpretation von fairen Wett-
guetienten als Wahrscheiniichkelt mit dem allgemeinen Ansatz

der Entscheidungstheorie keonsigtent isi,

Die Anwendungsprinzipien 1 , 2 sollten die formal sus den Be-
griffen My abgeleiteten Begriffe der gquantitativen loglschen
Waehrscheinlichkeit, bzw. der gquantitativen logischen Wahrgchein-
lichkeitsschranken, inhaltlich dahingehend erldutern, als die
praktischen Xonsequenazen angegeben wurden, die diese Begriffe
fiir den Spezialfall von Entscheidungssituationen, nimlich die
Praferenz zwischen Wetiern haben.

Aus diesen Spezialfdllen soll natirlich die Anwendbarkeit die-
ser Begriffe auf allgemeine Situationen der Entscheidungstheorie
nahegelegt werden.

Insbesondere soll das Anwendungsprinzip 1 das allgemeinere

Anwendungsprinzip 1% suggerieren:

Anwendungsprinzip 1%

Seien 61 Handlungen, die nur von den Ereignissen E € LK
abhdngen, dh.: 6i seien Abbildungen von £ in einen Folgen-
raum F , derart daB fiir jedes f € F die Henge [6i = £} E LK .
Auf F  gei eine Utility-Funktion T(f) gegeben. Dann gilt:
U(Si):= I U(éi(m)) dlK(w} gibt die Priferenzstrukiur zwischen

den 61 wieder.,

in dhnlicher Weise liefle sich eine Verallgemeinerung von Anwendungs-

prinzip 2 formulieren.

Es lst ein Ziel der Erweiterung dieser Arbeit ; die Ableitung von
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von ¢-Additionssatz und Multipliketionssatz auf eine aligemeine

Theorie der Prédferens swischen Handlungen zu stiitzen. Es wird

in diesem Zusammenhang auf das System von Savage [5] verwiesen;
das von uns avisierte System soll sich dabei von dem 3ystem von
Savace dahingehend unterscheiden, daf die Ableitung des o-Addi-

tionssatzes mit einer groBeren ZwangslHuligkeit als bel SAVAGE
erfolegt.

Abschiiefend sei bemerkt, daf auch bel diszeravisierten allge-
meineren Ableitung von o-Additionssatz und Multiplikationssataz
die spezielle Deutung von Wahrscheinlichkeitawerten als faire
Wettquotienten erhalten bleibt, da Wetten eben spezielle Hand-

lungen darstellen.
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§7 Drr BEGRIFF DES FXPERIMENTS UND DER STATIST!SCHEN GESAMTHE T

{(2.1) Experiment und experimentelles Schema

Es ist eine grundlegende Vorstellung jeder Wissenschaft, daf
sich ein gewisses Experiment wiederholen lassec; dh. dall gewisse
PhEnomene von gleicher Art seilen,

Wir wersuchen diese Vorstellung wie folgt zu erfassen: Eine Klasse
von gleichartigen Experimenten ist gegeben durch eine Versuchs-
vorschrift B iInnerhalb einer Sprache L , der jedes dieser
Experimente zu gehorchsn hat. Genauer gesagt: Wir wollen anneh~-
men, daB die Versuchsbeschreibung B einen Parameter A ent-
hElt, durch dessen Spezlialisierung gensw ein Experiment ge-
geben 1st; es gebe nicht zwel Experimsnte, die der Beschreib-
ung B(Xk) geniigen.

Wir nennen demenisprechend:

B{(A} ein konkretes Expsriment

B o= {B{A) : X € A} ein experimentelles Schema .

Als Beispiel betrachten wir das ven Michelson durchgefihrie
Experiment M{x,t) ; die Parameter {x,t)} geben Ort und Zeit

fir die Durchfihrung des Experiments an.

Zu der Versuchsbeschreibung B gehtért die Angabe, welche Be-
obachtungsergebnisse fir mdglich gehalien werden: wir beschrinken
uns hier auf den Fall, dad jedes der Expsrimente B{A} genau k
diskrete migliche Ergebnisse e1(A) fee s ek(l) besitat.

Das Ereignis, daf bei dem Versuch B(A)} das Ergsbnis ei(A)
eingetreten ist, bezeichnen wir mit Ei{k)

Die Freignisse Ei(k) acllen dabei eine vollstindige Erelg-
nisdisjunktion bilden.

Zur mengentheoretischen Konstruktion des avisierten MeB-

raums (Q,4) seil das Felgende bemerkt:
:=qra{a) . elxi=le,(3)...i,e (B))

g 3w = {e, (AJ:h e}, wobel v, eine jeden we @
A

w
o

eineindeutig =zugeordnete Abbildung vyt Ao+ {1,...,k} 1
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K= 15 P{ala)) Produkt-o-Korper der Potenzmengen von Q(A) . ? Satg 1
Ei(Ao}gz z(ei(xo}} 1= Zylinder zu ei(ho) in & R = {B{(x) =« X € A} sei gleichartig auf Grund von K .
fwsle () i € A} ) £ = {E(A) * A € A} sei ein beliebiges Freignlsschema von B .dh.:
T = H Y = 1
* eVA re E(A) = E; (A)+...+E, () . Dann gilt: Die E(x) sind gleichartig
i ¥
2 auf Grund von K , dh.:
£ heiBt ein Ereignisschema von B, wenn giit: : e ] O N E(u1)...ﬁ(un) Ao A Ay, om. Fou fir 14
- i i i .
E= {E(A) @ x €4} mit B = B (A 4.+ B () . - s !
1 r
i : Bewels
Genaugenommen sollten wir statt £ und E{x) : E{A?)...E{A ) o= 5 E. (A1)...E. O ).
n i i n
£l uné EB{B(A) schreiben; davon sehen wir aber in dieser 1§V3§r vy v,
Arbeit ab. . Die analoge Darstellung gilit fiir E(u1)...E(un) .
: Nach Axiom 5 gilt:
£, Iag)o. B (M) o~y By {ugdoo By {uw )
{2.2) Verallgemsinerung der Kongeption der Gleichartigkeit : ; 1v1 1 i, 1 K 1V1 1 i, n
' n n
Die Vorsteliung, dad die Experimente B{A)} von glelcher Art . Damit folgt die Behauptung gemdiB Satz 2 von {1.7) .
seien, beruht bei uns auf siner Konzeption K :
Wir haben in (1.3} dargestellt, wie der Begriff der Glelch- : Satz 2
artigkeit auf Grund einer Konzepilon K =zu erfassen ist. : Ay = {Ai(k): » € A} acien beliebige Ereignisschemata zu 5 ,
Wir erweitern diesen Begriff der Konzeption der Gleichartig- : B sei gleichartig auf Grund von ¥ . Dann gilt: Die Ereignisse
keit nunmebr auf die Gesamtheit B = {B(X} & A€ A} 3 2 Ai(l) sind gleichartig auf Grund von K , dh.:
Die Experimente B{X) heiBen dabei gleichartig auf Grund :
P g £ A )by OO~ A Gegde Ay L) o Ay £y P
von K , wenn auf Grund von K der Parameter A irrelevant 14 i, n 19 ip B x 4 1 J
fiir den Eintritt der Ereignisse Ei(A) ist. fur  i#3 .
Analog zu  (1.3) formulieren wir dag folgende Axionm: .
Bewels
Axicu 5 Der Durchschniti Aij(k1}""Ai (A} wird in gleicher Welse
a3
fug der Gleichartigkeit der Experimente B{A)} auf Crund einer aus den Ereignissen Ei(kj} aufgebaut wie der Durchschnitt
Konzeption X ergibt sich: ﬁ Ay {ugde..ay (u) aus den Ereignissen Ei(uj) . Analog wie
By (q)eeoBy () - By (ug)oo By (ug) o, wobel 3y # A, . 1 n
L n 1 n J in Satz 1 ergibt sich daher ans Axiom 5 und 3atz 2 von (1.7)

. . fir i# .
i g M3 ir i die gewlinschte Behauplung.

5 . . , ) B Definition
Bemerkung: Axiom 2 ist ein Spezialfall von Axiom 5 i man setze

- Folgt aus der Konzeption K die Gleichartigkeit des Schemas
k=2 und B (0) = EQO L, By(h) = R © P P hielelartig cren

B = {B{A) + N€ A} gemiB Axiom 5 , so nennen wir die Klasse B

eine statistische Gesamtheit auf Grund von K .
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(2.3) Dis MaBfunkticnen

Die B{A) seien gleichartig auf Grund von K , & sel der von
den Ereignissen Ei{A) erzeugte o-Kérper:

£ =BE ) s ae 1, iki)

Dann gilt analog zu {1.5) :

Satz 1
Eine fir K suldssige Maffunktion =y auf K dist durch die

folgenden Zahlen eindeutig festgelegtl:
aE )

1 1 2 2 k
mK(E1(R1)...El(AS1)-E2(A1}..,EZ(lsz>...Ek(A1)...Ek s

=3 verschieden .

. Parsmeter AL
ws1,.,.,sk , alle Paranmster j

Nach Axiem 5 hingt das Mad my, flr den obigen Durchschniti
nur davon ab, wie oft die k verschiedenen Rreignissorten 1n

diesem Durchschnitt vorkommen, nicht jedoch von den speziellen

Baweily

Analog zu (1.5} ergibt sich:

Jedes Ereignis A €§i= K{Ei(k) P A€ A, 1<i<k) liest
in einem MengenkSrper G(A) , der aus endlich vielen, etwa N ,

Ei(k) erzeugt wird. ¢{A) hat also die Atome:

Eii{c?)'“°EiN(GN) . mK(A) stellt alsc die Summe gewisser Zahlen

W dar. Also ist m auf & durch die Zahlen w
SqssaesBp K Brsaes

eindesutig festgelegt und somit auch auf der Borel'schen Er-

weiterung K von § .

Satz 2
Seien A?""’At beliebige Freignisschemata ven B , dann gilt
nach Satz 2 von (2.2) analog wie fiir die FEreignisse K, (A} 3
1 1 t (b = -
mK(A1(A1)...A1(AS R N T )l o=ivy s
1 % 1 t
hBngt nur von  8;,....85, ab, nicht jedoch von den speziellen

Parametern A} ., vorausgesetzt, dal slle AE verschieden sind.

Ai
]

!Sk
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DE_FiNETTL = Theorem 2

Voraussatzung: | Al > NO .

a) Sei m ein norpiertes Maf aufl dem von den Ereignissen
Ai(K) ., 1 <1<+t , erzseugten o-Kbrper X’ it der Eigenschafi,

dal fiir beliebige Parameter A; (alle A; verschieden) gilt:

o

1 1 t t -
m{A1(A1J¢..A1(A32...At(k1)...At(AST)) = vs1"'""t .

Dann gibt es ein neormisrtes Mal ¢ auf den Borel'schen Hengen

des Wirfels W:= {(x1;...,xt) ¢ fir alle 1, x; € R, 0 < %y % 1}
mit der Bigenschaft:
s 8
1
vs7,‘.,,st B fx.i ...xtt dg¢ .
k
b) Auf Grund der Relation & Ei(k} = f ergibl sich speziell
i=1
fiir die Ereignisse Ei(A} ein MaB ¢ auf den Borelschen Mengen
von Di= {(X1""’xk): alle x, > 0 sowie ¥ x, = 1} , so daB:
84 Sk
W = Ty ez d¢ . Fir ein allgemeines Ereignis A
Bqseens By k

aus K gilt dabei wie in (1.5):

m{p = . s I E
m{f) ! px19°t"xk(ﬁ) dy¢ ; dabei stellt pxl.‘__.xk\u) die

"Wahrscheinlichkelit" von A dar unter der Voraussetzung, daB
die Ereignisse Ei{A) unabhingig sind mit den "Wahrscheinlich-
keiten” Xeos Ix, =1

¢} Stellt umgekehrt ¢ ein normiertes Mal auf den Borelschen
Mengen iiber b dar, 8o f{iihrt die Definition

m{d):= fpx (A} 3¢ zu einem MaB auf K , das der Be-

for e Xy

dingung der Glelchariigkeit geniigt.

Zum Beweis des pp FinNeTTi - Theorems 2

Theorem 2 stellt analeg wie in (1.5) die Erweiterung eines

von pE FineTT) in ' bewiesenen Theorems 2' dar. Der Bewels
von Theorem 2 auf Grund von Theorem 2' ergibt sich analog wie
in {1.5)
setzung [A] = N und beweist die Formel
n{d) = fpx1 () dv

,.ou,)(k

Theorem 27 macht wie in (1.5} die stirkere Voraus-

nur fir A aus dem Mengenkirper G .
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Bemerkung

Das MaB ¢ 1ist durch die Zahlen v, eindeutig bestimnmi.

seaeyd
Es gilt ndmlich der folgende ; E

Hilfssatz (siehe etwa [R'] V (6.46) }: Fine Veriteilungs-
funkiion F{y) ist durch ihre Momente

r I
1 kK i . . ,
ué}”"’rk:; fyq -..yy dF(y}  eindeutig bestimmt, sofern
?
Tasse0sl r T
gilt: Die Summme 1 ki X zgl.,.zkk konvergiert
r,€ K r1!..¢rk!

bel geeignetem U > O fir alle =z mit der Eigenscheft

Izii < U fir alle i .

Da im pE FingeTTi - Theorem alle Momente beschrinkt sind, 180t

sich dieser Hilfssatz anwenden.
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§3 DAS STATISTISCHE VERHALTEN GLEiCHARTIGER PHANOMENE

(3.1} Die Konvergenz der relativen Hdufigkeiten

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildei eine gtatistische
Gesamtheit 8 = {B{(A) : X € A} auf Grund einer Konzeption X ,
sowie der o-Kdrper K:i= B{Ei(x): A E A, 1< 1 < ki ther der
Grundmenge # nit den Elementen w € Q , sowle ein beliebiges
fEreignisschema | von B |

Wir wollen nun das Folgende beweisen: Auf Grund der Kongepiion K
hat wit quentitativer logischer Wahrscheinlichkeit Eins Jede
Realisierungsfolge von B denselben Limes der relativen Haufig-
keiten fiir den Eintritt der Ereignisse E(i} in dieser Folgé.

Zum Beweig betrachten wir eine fest vorgegebene Realisierunga-
folge B{Ai)

hn(E,m) seien die relativen HEufigkeiten des Ereignisschenas
[ in dieser Folge. Dann definieren wir die folgende Funkiion:

lim hn(E,w} ,sofern dieser Limes existiert
-y

D(Eﬂ-ﬂ)::{
0 sonst

Definiticon
p{f,w} heiBt die giatistische Wehrscheinlichkeitsfunktion von [ .,

Bemerkung: Gem&B seiner Definition lst p{E,w) abhingig von
der Folge {Ai} { in Satz 2 wird gezeigt, ds8 p(f,w) bis auf
eine lp-Nullmenge unabhingig ist von der speziellen Folge (A} .

Sei § = % + Qf mit  @%:= {w: lim h (E,0) = p{F,u)} .
o
Sats 1

1K(Q*) = 1 oder ausfiihrliech 1K{{w:hn(E,w) + p(E,wll} = 1
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Satz 1 ist mathematisch gesshen nichis anderes als das Gesebsz
der siarken Konvergenz der groflsn Zahlen fiir symmetrische Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen und findet sgich im Pringip schon bei

pe FineTTTi  {siehe [F1 ) ,

Die Formulisrung iK({m 2oh, (Eyw) = plE,w}i) = 3 soll dabedi
nur sinnfEliig machen, dafl die Konvergenz der relativen Hiufig-
kelten mit praktischer Sicherheit eine objektive Xonsequenz aus

der Konzeption der Gleichartigkelt darstellt.

Zu pE FineTT! bestehen allerdings auch einige mathematische Unter-
schiede., Da pg FimETT) nur iber die endliche Additivitdt der sub-
jektiven Wahrscheinlichkeit verfigt und die o-Additivitdt ablehnt,
kann er das obige Gesets nicht in dieser Form darstellen; er ge-
braucht ein Kenvergenzkriterium. Da in [H'] die o-Additivitat
fiir die subjektive Wahrscheinlichkeil abgeleitet wurde, sind wir
hier nicht an die Beschriénkung 0f FINETT! ' s gebunden.

Wie wir gleich sehen werden , ist der Bewels des obigen Satzes

im Rahmen unserer Arbeit wesentlich einfacher als die dies-
bezigliche Bewelsskizze Dg FinrTTy "¢ Flr das von iha formulierte

Konvergenskriterium flir die starke Fonvergens.

Die hussage 1,(Q%) =1, 14B% sich auch wie folgt susdricken:
ﬂ b
tiven Hiufigkeiten ist einmaxinmales Element, gleichwahrscheinlich

y ¢ . Das heiBt, das Breignis der Konvergens der rela-

zur logischen GewifBihelt, in der aus der Konzeption K resul-
tierenden komparativen Struktur. - In dieser Form tritt die
Tatsache, daB diese Aussage eine objektive Folgerung asus der
Konzeption der Glelchartigkeit ist, besconders deutlich hervor,
da in disser Form jeder Bezug suf pubjektive Wahrschelnlich-
keiten, bzw. die Deutung von objektiv im Sinn von intersubjek-
tiv vermieden wird.

b diese Aussage ohne quantitetive Hilfsmittel &llein unter
Ausniitzung der angegebenen Axiome 1 , 2 und der Sidtze 1 , 2
von {1.7) obestglich der komparativen Struktur bewiesen werden
kann, ist eine reizvolle mathematische Aufgabe.

Diese Aufgabe liegt nicht im Bereich dieser Arbeit, da das un-
umgénglich notwendige Ergebnis {3.4) auf jeden Fall guanti-
tative Begriffe erforderlich macht.
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Bewels von Satz 1

Der Beweis ergibt sich aus dem iblichen starken Gesetz der
grofen Zahlen, in dem man das oe FingTTi - Thecoren 1 von
(1.5) anwendet. Nach dem Ublichen starken Gese®z gilt nEalich

mit den Bezeichnungen von (1.5}

p, ({w ¢ h (Esw) =+ x o= 1.

Da  {w : hn(E,w) +x s {w: hn(E,w) + plE,w}} folgts
px({m: hr(E.w) + plE,w} }) = 1 die Integration dieser Glei-
chung nech ¢ liefert: mpl{w : h,{E.w) + plE,w)l) = 1,

Dieg gilt fiir jede MaBfunkition my von ¥k 3 daraus felgt dile
Behauptung.

Sate .z

Je zwel Realisierungsfolgen haben mit gquantitativer logischer
Wahrscheinlichkeit Eing denselben Limes der relativen Hiuflig-
keiten: 1K([lim h, = lim a 1y o= 1.

e i+en
Dabei sei hn(E,w) die relative Haufigkeit von [ in der
Folge B(i,) und nl{E,w) in B(A{) .

Bewels
Wie bereits amusgefihrt gilt: p ({lim h = 3} = p ({lim n] = x i
= 1 und folglieh px({lim h, = lim nl ¥} = 1. Sei nHmlich:

Qx::{m: hn{E,w) +x o, Qle= {w:e hé(ﬂ.m) +x } ; dann gilt:

px(ﬂx) = px(ﬁi) =1 und folglich px(ﬁx.ﬂi} = 1 , denn

pX{Qx.Qi) < px{ﬁ:} + px(ﬁr) = 0, Weiter gilt:
0.0 & v liin p (E,a) = lim hl{E,w)} . Also lst

i o= px(QX.QiJ < p,({lim 5 = 2im R!}) . Durch Integration nach ¢

folgt die Behauptung.
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Satz 3

Jede abzihlbare Kiasse F von Realisierungsfolgen hat mit
quantitativer logischer Wahrscheinlichkeit Eins denselben
Limes der relativen Haufigkeiten:

. AL
SO O SRR CTRUACE Y (I BT D B
{A;) € F
i
(At .. .
nod ist dabei die relative HHufigkeit in der Folgeé {Ai} .

Der Beweis erfolgt analog wie der Bewels zu Satz 2 , da die
abzihlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eins Nullmenge ist.

Wir bendtigen den folgenden

Hilfssate
Sei {(Q,X,u) ein Wahrscheinlichkeitsfeld und Ai € K, i€ I
eine Uberabganlbare Familie von Mengen. Dann ist durch die

folgenden Bedingungen uy-fast eindeutig sine Menge A% fost-

gelegt:
(1) A% g Ai p=-fast, fir jedes i
{2) A's A; u-fast, fiir jedes 1 - At A¥  p-fast
A* heift der pu-essentielis Durechschnitt der Ai und wird
wie folgt bezeichnet: A% = u—ﬂ'Ai
i

Bemerkung: A* 1ist derjenige abzdhlbare Durchschnitt der A, ,

. i
der von minimalem MaB ist unter allen abzihlbaren Durchschnitten
aus den Ai

Mit den Begriffsbildungen dleses Hdilfssatzes 128t sich Satz 3
wie folgt fermulieren:

Satz 4
Es besteht guantitative logische Wahrscheinlichkeit Eins, daB

lx-essentiell alle Realisierungsfolgen des Schemas B zu dem=
selben Limes der relativen HHufigkeiten filhren:

1K( lk— 1" {w: héhi} Cow) » pl{E,m)} = 1

{Ai}
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{3.2) Der Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit

Um die Klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung auf der Grund-
lage ungeres Ansatzes zu rekonstruieren, missen wir jeden
Ereignisschema [ einer statistischen Gesamtheit B eine
Zahl, die statistische Wahrscheinlichkeit von FE ., zucrdnen.

in Anlehnung an Mises (siehe IMI} definieren wir die stati-
atische Wahrscheinlichkeit als Limes der tatsdchlich auftreten-~
den relativen Hiufigkeiten: dieser Limes existiert bei uns

mit quantitativer logischer Wehrscheinlichkeit Eins.

Genauer: Sei & das wahre, uns normalerwelise unbekannte, in

der Natur tatsdchlich vorliegende Ergebnis aus @ .
Dann nennen wir die folgende Zahl

P{E):= p(E,&)

die gtatistische Wabhrscheinlichkeit ven £ .

Jedem BEreignis A aus K& entspricht eine Aussage i , die
besagt, daB A eingetreten ist. Wir bezeichnen die Funktiocnen
By : lK' )
me(Ayi= my(A) 4 1 (A)s= 1p(A) 5 2u bemerken ist dabei, daf
logisch #quivalente Aussagen dieselben Werte wm, , 1, srhalten.

tibertragen auf die Menge der Aussagen, mit m, , 1,

Die Aussage i st logisch dgquivalent zu der Aussage (€ 4
Damit ergibt sich aus {3.1) der Batz: 1.(G€ Q%) = 1 .

Die Aussage & €% igt logisch Hguivalent zu der Aussage

h (£} = PLE) , wobei h (E):= hn(E,&) . Folgliech gilt:

Le(h (£} = p(E)) = 1.

Der Dualismus der Formeln fiir die statistische Wahrscheinlich-
keitsfunktion und die statistische Wahrscheinlichkeit gilt fir
alle in der Folge von uns abgeleiteten Formeln.

Zum Verh#dltnis der GrSBen pl{E.w} und P(£) sind noch einige

Erlduterungen ndtig: Zun¥chst ergibt sich nach unserem Vorgehen
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eine mathematisch v51lig neue Situation, ndmlich die Beschrei-
bung statistischer GesetzmdBigkelten durch die Funktion pl,w) ,
von uns statistische Wahrscheinlichkeitsfunkticn genannt. Im
Gegensaty zur Klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung, wo mit
einer Zahl gearbeitebt wird, ergibi sich bel uns die Wahrschein-
lichkeitsrechnung mit der Funktion plE,w) . Es frdgt sich nun,
wie der Zusammenhang dieser neuartigen Wahrscheinlichkeits-
rechnung mil der Klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung aus-
gieht. Disser Zusammenhang ergibt sich durch die obige Defini-
tion der statistischen Wahrscheinlichkeit: P(E} = p{f.d)

Wie wir im ¥olgenden sehen werden, lassen sich alle Formeln
beziiglich der statistischen Wahrscheinliehkeitsfunkiion in
Bguivalente Formeln bezliglich der statistischen Wahrscheinliich-
keit umformen. Damit ist gezeigt, daBd die Wahrscheinlichkeits-
rechnung mit der Funktion p{f,w) H#Hquivalent ist zu der Klas-
sischen Wahrscheinliehkeitsrechnung mit der Zahl P(L} .
Allerdings ist plE,w) der primdre Begriff, wihrend P(L)

abgeleitet ist.

Bemerkung
Wihrend sich der Begriff der quantitativen logischen Wehrschein-

lichkeit auf ein keonkretes Ereignis bezog, bezieht slch der
Begriff der statistischen Wahrscheinilichkelt, bzw. - Funktion,
auf ein FEreignisschema [ und besegt im Allgemeinen nichts
liber ein spezielles E(A_) aus E .,

Fin spezielles E(Ao) beatimmt ndmlich im Allgemeinen das Er-
eignisschema £ wnicht eindeutig. Es kdnnte nEmlich sein, dal
das spesielle E(X ) innerheld der Sprache L von der Gestalt
ists )

E(AG) = E*(u1,ho) und etwa dag Ereignisschens

F#:z {E¥(u,A} = (p,r) €T} gar keine gleichartige Gesamthelt
darstellt, insbesondere, daB sich etwa die wie folgt zu charak-
terisierende Situation ergibt:

Das Ereignisschemat

Eu 1= {E*(QT,)) 1 A€ A} ist gleichartig auf Grund von K.
1
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Das Ereignisschema!
£, ¢= {E*(u,x1) ru € M} ist gleichartig auf Grund von K
1

Falls 4, & A und € M folpgt daraus:

E*(U-is}'-!) ¥ Eﬁ(kwii-]) » Sowie Eﬂ(-)\-]’“‘i) ~K :’."‘-*(A.];].J)

und folglich: E*(X,u) ~% RE{AF,u')  fiir alle {a,u) € axM
Es kann aber sein, daB nicht mehr gllt:

E*(u, A E¥(ut, a0 - BROLRDLERGRY AT

Be lisBe sich dann nicht mehr bewelsen:

1

lK({m : p(Eﬁ?,m) = Q(£A1,m} }o) = 1.

1 (PLE. ) = PLE, }) = 1 oder susfiihriich:
KAPE Py

Deshalb mul die statistische Wahrscheinlichkeit auf ein Ereig-
nisschema bezogen werden, da ein speaielles Breignis im Allge-
meinen verschiedene Ereignisschemata zuldfii, zu denen es ge-

horen kann und deshalb, wie susgefihrt, Mehrdeutigkelten ent-

stehen konnten.

(3.3} Der hdditonssatz fir die statistische Wahrscheinlichkeit

Seien £ . FE' zwei Ereignisschemata von B mit der Eigenschaft
E{(A}.E'(x} = ¢§ fir alle »* ; cdann bezeichnen wir mit L « E'

das folgende Ereignisschema:

Eov £ r= {BOA) + BMA) X A

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Lellw ¢ plEsET,w) = plL,w) » plEf,wll) = 1.
L{PLESET) = PLE) + PLET) ) = 1

Der Beweis ergibt sich auf Crund von {3.1) aus der Additivi-

t#t der relativen Hiufigkeiten.
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{3.4) Die Geschwindigkeit der Konvergen:z

Die Geschwindigkelt der genannten Konvergenz der relativen
Heufigkeiten 1l#B8%t sieh mit quantitativer logischer Wahrschein-
lichkelt abschitzen. BEs gilt das Analogon zur BprnouLii 'schen

Ungleichung:
a) mp{iw : ihn(E,w) - p{E,w)f <& }) > 1 - 1/4ne?
m«(ihn“:) - P(E)} < € ) > 1 =« 1/4ne?
.o 1 11
b} me({w 2 jn (E,0) - h(Eaw)] < e} > 1 - i; - gizgz

mlh () - b (E)] < &) > 1. |l il

Bemerkung: Diese Abschidtzungen gelten fir jede MaBfunktion; die
obigen Zahlenwerte haben also die in {1.9) formulierte Be-

deutung von gquantitativen logischen Wahrscheinlichkeitgsehranken.

Bewelis
1) Wir beweisen zuerst die Abschitzung a} , die wir auf die
ibliche BermouLL) 'sche Ungleichung zurilickfihren. Diese Un-
gleichung lautet mit den Bezeichnungen von (1.5}:
(a)  p ({w : fn (E,u} - x| 2 €}} < x(1=2) o q/mez .

X o3 - - 2 -

n.t

Anderesseits gili:

(8} px({w t pl{f,w) =x 1} = 1.,

Daraus folgt: p,(lwilh (€,0) - p(Ewl| > e 1) 2 i/dne?

Durch Integration dieser Gleichung nach ¢ und Anwendung des

Additionssatzes folgt die Behauptung a)

2) Bewels von Abschitzung b) : Sei a eine A-meSbare Funktion
auf f : dann bezeichnet Ea:=/a de den Erwartungsweri von a

bezliglich der Maffunktion My s
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Selen 3y die Indikatorfunktionen zu der vorausgesetzten Er-

eignisfolge E(A;) . Dann gilt:

2 .1 B B T 2,
a) Elh - h)T = E(s _§}ai - ‘§1aj) :
1= J
Rechnet man diesen Ausdruck aus, so ergibt sich wmit
Ea2 = w; Eaja; = v, fir 1 #j , die folgende Gleichung:
2 _ In - ri,
E(hn - hr} - T ek w2) ‘

Beweis: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man voraug-
setzen n > r . Aus der Linearitat der Erwartungswertbildung

ergibt sich nun:

2 1 1 ) 2

E{(h_ - R_)}° = = £ Ea,a. + - £ Fa,a, = =S I Ea.a.

BT n® d<i<n T4 p? daep T AT g ien 304
15j%n 1<jsr 1<j<r

Inden man berechnet wie oft in den obigen Summen die Indizes 1
iibereinsiimmen, bzw. verschieden sind, ergibt sich:

2 2
aw, + {n° - nlw rw, %+ (r® - rlu
E(h, = h )% = e 2 . 2
n T 2 2
n r
rwy 4 (nr - r)w2
+ 2 — = (1/r = 1/n)(w1 - w2}
B) Andererseits gilt:
a2 2 2
E(hn hr) = [ (hn - hr) dmy > ! (hn - hr) dm

Uhy-hl > e

> efmpl{{ih - h { > el) .

Aus o) und 8) folgt:

v} omg{{ing - nd > ed) < (/e - Uri{u, - wy)/e?

Nach (1.5} gilt: wy - vy, = T x(l=x} do < /4 .
Mit Hilfe des Additionssatzes folgt die Abschitzung b}

K
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3) Es sei noch bemerktit, dal sich die Abschitzung a} auch aus
der Abschibtzung b) beweisen 1dBt, in denm man die Dreiecksun-
gleichung anwendetl:

in (E,w) - plE,ul] < fn (Eow) - b (Ewd | v I (Ew) - pl(E,uwil
naeh (3.1) konvergiert der letzte Ausdruck bis auf eine

we

By Nullmenge gegen O fidr r gegen Unendlich; wollten wir
dicgen Beweis genau ausfibren, mufiten wir allerdings von dem

Satz Gebrauch machen, dal die Konvergenz fast iberall die gleich-
nifBige Konvergens bis auf eine Menge beliebig klein wdhlbaren
Mafies mur Folge hat. -Wir wollen urs mit dieser Andeutung siner

weiteren Bewelismtglichkeii flUr Abschitzung a) begniigen.

{3.5) D Finetry-Theoren

a) Von pE FincTTi (siehe[ F1) wurde das folgende Resultat be-
wiegens:
Sei B(Xi) @ine feste Realisierungsfolge von B i

Agivuns Ar seien beliebige Ereignisschemata von B ;

hn(Av‘m) seien die relativen Hiufigkeiten der Ereingisse AV(A;)

in der Folge B(Rj)
My sei eln normiertes MaB mit der Eigenschafi, dafll fir beliebige
Parameter A; (alie A; verschieden} gilt:

1

mlag 1)y g e, 008, G0 =

s, SpaeaeraBy
Dann gilt: Dis Vertelilungsfunktionen
Fn(x1,...,xr):x mK({w : hn(A?,m) < Ky oseens hn{Ar,wJ <%y b

streben im Sinne der Verteilungskonvergenz gegen die Vertellungs-
funktion ¢ mit der BEigenschafl:
51

s
vsi""’sr = 1 LSRR dd

b} Mit Hilfe der Funktionen p(AV,w) 158t sich das pg FINETTI-

Theoram wie folgt schreiben:

v #1 / B
Sqeceess, ® T p{Aysw) ceeplAL w) T odmy

c) ¢(X1""’Xr) = mK({m: p{A?,w) SRR PR p(Ar,m) < %y b
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Beweis von cl

Nach (3.1} gilt: n {A ,w) > p{A ,w) mp-fast; daraus folgt,

dafl die Verteilungsfunktionen Fn im Sinne der Verteilungskon-
vergenz gegen die Funktion  my{lw: plAj,w) 2 x; +o0es plAw) < x 1)
streben (siehe etwas {R'] VII (1.21)) . Daraus ergibt sich zu-

sammen mit a) die Behauptung.

Beweis von b}

Wir benbtigen den folgenden Hilfssatz:
Sel u ein normiertes MaB auf X iiber . e{w) sel ein
Zufallsvektor auf £ , glx} eine Baire'sche Funktien,
Fa(x):= ul{w: alw} < x}) die Verteilungsfunktion von « .
Dann gilt: Jglafw)) du = Jfglz) 4F, .

Ez Sei nun Ui= my , elw)i= (Q(Ai,w),¢.,, ﬁ(Ar,w)} und felglich

m({ws alw) <« ) = #(x} ; welter sei

Hoeg

nach o) FQ(ZJ
8y s,

gix):= Ky eeaX, . Damit ergibi sich aus dem Hilfssatlz

s

T

dm = f xjioﬂ.x ¥ oae .

8y .
! D(A1,w) ...p(Ar,w) K

Damit ist Teil ©b) gder Behauptung bewiesen.

{3.6) Der Begriff der Unterkonzeption

Definition

A
K heifit eine Unterkonzeption von K , wenn die aul Grund von

¥ szugelassenen MaBfunktionen eine Teilmenge der auf Orund von

K  zugelassenen MafSfunktionen bilden.

Daraus folgt nach Axiom 3 ¢ A % 5 = A <% B .
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{(3.7) Die Konzeptionen KD

a)

Definjition

Sei [ ein beliebiges Ereignisschema von B ;3 seli p € 0,1

Dann definieren wir gemdB (1.10) :

Kp:= E A A pit  A:= {w: o(E,w) = p} . = A « (PE) =Dp)} .

Gemdf (1.70} hat die Kongzeption KD die folgenden Malfunktlonen:
w (C.4)

mKl(C} = , aofern mK(A) £ 0 .,
P mK(A)

Wir berechnen zunichst mK(A)

mK{A) = fpx{A) dd gemid {1.5) . Statt Py gebrauchen wir das
Symbol . Bs gilt nunmehr: ’

0 fir x #p

u, (A):= p, (A} = o, s plE,u) = p }) = T fir x =p

Folglich: myp(A) = $(i{pl} und my(C.8) = up(C)-¢({p})

Damit ergibt sich: my {(¢) = up(c} .
Es gibt also auf Grund von Kp nur eine MaBfunktion aufl
K(E):=B{E(A) : x» € A}, nAmlich die Funktion My
Kp ist eine Unterkonzeption von K
Satz K
1g (D) = ng (BOD) = w (EGD) = p = P(E) = pli,w
P 1Y
Die guantitative logische Wahrscheinllichkeit von E{a} ist
also auf Grund von K gleieh der statistischen Wahrscheinlich-

kelt, bzw. 1K - fast gleich der statistischen Wahrscheinlichkeits-

funktion. 13

Damit iet motiviert, warum wir die &réBen p{L.w)} , P(L)

mit dem Wort Wahracheinlichkeit in Zusammenhang brachten, das

wir zu Beginn unserer Arbeit im Sinne eines fairen Wettquotienten
konznipiert hatten.

Unter der Vorausselszung Kp stellt P(E} den fairen Weltqueotienten

auf E{x») dar.
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b) Als Beispiel betrachten wir den sukzessiven Wurf einer Minze.

£ sei das Ereignissachema, dall die Minze auf den Kepf fdllt.

Dann werden wir zundchat die Konzeption K annehmen, die die
Gieichartigkeit der verschiedenen Minzwiirfe besagt.

Die Minze habe sich nun bei genauer Messung als vollig symmeirisch
erwiesen. Dann 1&8% sich aus Symmetriegrinden die Konzeption

K1/2 begrinden.

c¢) Die Aufgabe der Mathematischen und Angewandten Statistik ist
es den Wert P{F} mBglichst zuverldssig und genau zu ermitteln.
Eine theoretische Basis daflir bildet etwa die "BranouLiit sche
Ungleichung" {3.4), auf Gruwnd derer durch entsprechende Beo-
bachtungszahl der Wert P(F} Dbeliebig genau und sicher er-
mittelt werden kann.

Die obigen Ausfihrungen zeigen, welche Konklusicnen sich er-
geben, wenn dieser Wert als "ermittelt” angusehen ist, dh. der

Konzeption K die Aussage P(E) =p hinzugefigt wird.

d) DieTatsache, dad die statistische Wahrscheinlichkeit  P{{}
nach ihrer konkreten Ermittelung P{E)=p 2u der praktischen
Konsequens flihrt 1y (E(AO) = P{f}) steht in einem gewissen

Widerspruch zu den Augfﬁhrungen von Seite 38/39 , wo hervor-
gehoben wird, daB die statistische Wahrscheinlichkeli eine
Eigenschaft von Ereignisschemata und nicht von Ereignissen
ist, obwohl die obige Relation eben zeigt, dal unter der Kon-
zeption K die statistische Wahrscheinlichkeit eben doch

dem konkreten Ereignis E(Ao) in gewisser Welse zugeschrieben
werden kann.

Das Wesen dieser gewissen Widersprichlichkeit wird offenbar,
wenn wir die bekannte Situation £ zweler einander wider-
sprechender statistischer Informationen betrachten:

Seien also ET s E2 gleichartige Ereignisschemata auf Grund
von K , die beide das Ereignis E{AOJ enthalten; auBerdem gelte:
P(E) = Py £p, = P(E2)

Die gewisse Widersprichlichkeit der Situation 3 1&88% sich
durch die gleichzeitige Giltigkeit der folgenden Aussagen dar-

~stellen:




1, (BQY = pg £ oy = 3 (BO) o K= K oA ety = p) .

Dieser Widerspruch ist jedoch nur scheinbar, da in der Situ=
ation & weder die Konzeption K? , noch die Konzeption K2

vorliegt, sondern die folgende Kongeption K! (requirenment of
total evidence) 3

e K oA (PGEDY = py) 4 (PEED) = py) A (BG) € ELED)

Die Situation & 1ist voll gemeistert, wenn zu E(ko) eine
guantitative logische Wahrscheinlichkeit 1.,(E(A )) existiert.
Von einer Lisung ist aber auch in dem bescheideneren Fall zu
sprechen, wenn fir das Ereignis E(AO) quantitative loglsche
Wahrscheinlichkeltsschranken 8y existieren, dh.:

0 < sy 2 mK,(E(AO)) <8y <1 fiir alle wyg, zu K.

Weitere Unbersuchungen szu diesem Problem fiihren iber den Rahmen
disser Arbeit hinaus; man beachie dazu (10.2D) und (10.2Fe)

&) Abschliefiend bemerken wir nochs

P(F) ist die Eigenschaft eines Ereignisschemas,dlie inm Allgzemeinen
nichts iber E( ) € E Dbesagt.

In der speziellen Situstion KD gilt allerdings: P{E} isi der

in dieser Situation eindeutig bestlummte faire Webttquciient von

E(Ac) , alsc gewlissermaBen eine Eigenaschaft von {KP,E(KO)) .

Bereits in der duch eine Zusatzminformation aus K hervor-

gehenden Situation K' ist dies nicht mehr der Fall.

(3.8) Die Konzeptiomen K¥

Definition

Sei [ ein beliebiges Ereignisschema ven B ., Dann ist die
Konzeption K* wle folgt charakterisiert: Es sind nur solche
MaBfunktionen Moy zugelassen, so dall fir das Ereignisschena

£ gilt: Das gemifl ({1.5) szugeordnete MaB ¢* besitzt eine
stetige positive Dichte auf dem Finheitsintervall: deé¥ = f{x) dx .
K¥ ist also eine Unterkonzeption von K .
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Eine Konzeption K* 1st genau dann gegeben, wenn die bestshen~
den theoretischen Vorstellungen und Informationen keine wshr-
scheinlichkeitstheoretischen Singulariiitien besziiglich der Be-
schaffenheit vonr P(L} nahelegen.

Unter der Voraussetzung, dafl ein K¥ vorliegh, sel B(AiJ eine
beliebige Realisierungsfolge von B . Nach n Versuchen sei
r -nal E{A) und (n-rn}~mal E{\) aufgetreten, so dal

h, = r,/n die relative Hiufigkeit ven E{A) in dieser Faolge
ist,
Dann gilt fiir die der Konzeptio: K E =

g nzeption vy K#* a {hn rn/n)

zugeordneten Magfunktionen nach dem Multiplikationssatz, sofern

Hy € ﬂ~(l1,...,kn} :

mK*({hﬂ = l‘n/n}-E(yg)o..E(us))

M (E{ug).. . E{u )) =
Kﬁ.rn 1 5 myx{{h =1 /n}}

r n-r
PR x Maex) T x® ar
= 2 = [ %% aex mit
n L n-r R Ty
£y K B(rx) T e
n

r n=r,
ga* 1= x _{1-x) de#

n, T, : T n-r, .
Ix H{i-x) o

Die Konzeption Kﬁ,r ist also gleichartig beziglich des Freig-
niskdrpers Kn{E):= B{E(x) & a € A-{Ay,...ud b by Jedoch nicht

fir & ; sel nimlich etwa E{Aq) und E(A2) eingetreten,
dann gilt My s (E{A1)) =, mgy (E(lz)) =0 , im Gegen-~
n,T, n,r

satz szur Gleichartigkeit.
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Satz 1
Sei ¢% ein MalB der Konzeption K ,

{{w: plE,w) < x}} die dem MaB ¢

% =
¢ (x) 2= Bg n,r
n

n,r
n n,T
n
zugecrdnete Verteilungsfunktion.
Konvergieren die relativen HEufigkeiten rn/n gegen p fir
n gegen Unendiich, so konvergieren die Verteilungsfunkiionen

8% _ gegen D(x=p) 3 D(x} bezeichnet dabei die Dirichlet'sche
¥
n

Sprungfunktion, dh. D(x} schreibt der Menge {0} das Mal Eins
zu und dem restlichen Einheitsintervall das Ma Null.

Die Konvergenz der Verteilungsfunktionen versteht sich dabel

hier wie im Folgenden stets im Sinne der Verteilungskonvergenz.

Beweis

Wir gebrauchen den folgenden

Hilfssatz

Die Verteilungsfunkileonen WO . ?n haben die Momente

us ' ug , 8 EN mit FT R T flir n + = und zwar fir

o
alls 8§ € Mj Eui!,lui] <0, 0 <

Dann konvergieren die Verteilungsfunktionen Wq im Sinne

der Verteilungskonvergenz gegsn ¥ .

Der Beweis des Hilfssatuzes ergibt sich durch Betrachtung der
charakteristigschen PFunktionen der ?v s+ siehe etwa [R'] ¥
(6.15),{6.32),(7.7} .

GemiB diesem Hilfssatz ist also zu bewelsen:

5 ™ 5
I x d¢£,r > P

r fa+p =
n £

1) 8ei zunichst speziell do* = dx . Dann gilt:

r_+s n-r B{r_ tatl,n~r_+1)}
n 1 n n
5 ox® det _ I x {1-=x) dx

nar
n r n-r
I ox M{t-x) 0ogx B(rn+1,nwrn+1)

B(x,y) bezeichnet dabei die Buler'sche Betafunktion.
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Folglich gilt:

(r +s)i{n- 1/ {s+n+1)1
xS dgr ) T s)ti{n rn) {s+n+1)

l’l,I’n

rn!(narn)l/{n+?)!

R (rn+1)(rn+2},,.(rn+s) s
= + p° , sofern
(n¥2)...(n+s+1)

rn/n +p fiir n

2) Wir gebrauchen den folgenden Hilfssatz (siche etwa

Hilfssatz 2 ®

Die Verteilungsfunkiionen ?n{x) m&gen im Sinne der Verteilungs-

konvergens gegen ?g(x) konvergieren. Ist g(x) stetig

fiir alle x € R , so gilt:

lim I

glx) av = g{x) av¥
n+e {|x| < a} n * °

{ix] < a}

.

o

[R'T Vv (7.4)):

fir jedes endliche a » 0 , fir das ta keine Unstetigkelits-

koordinate von Wo(x) ist.

Bs gelte nun r /n > p und es sel  d¢* = £{x) dx ; fi{x) po-
sitiv und stetig auf dem Einheitsintervall. Gemdd Hilfssatz 1
ist zu beweisen:
! Xrn+s{1nx)n—rn £{x) dx . 8 .

= ey P flir n +» = .
Fx Bt-x) " or(x) dx

Qi=

In dem Ausdruck (¢ dividieren wir nun Zdnler und Nenner durch
n-r

r
das Integral I x ®(1-xy T dx . Damit ergibt sich:

s+rn n—rn
I x (1=x} £{x} dx

T n-r
Ix M(1-x} T ax

Q= Z/0 mit =

Jox P{t-x) n £f{x) dx
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Aus Hilfssatz 2 folgt fiir ¥ = L mit dL = dx ,
o Ty (B ) lwisn (E,uwt) = ¢ {wl/n } )
m - 4 R = 5}
¥iE D{x~-p} , glx)r= x°¢{x) , at= 2 , da die Funktionen ¥ = {(E{x }) = Kr ntl £ n
n KE ; nt+l
n, i, (w) mee({w's n (E,0') = {o)/n ] )

nach Beweisteil 1) gegen WD ¥onvergierent

8 -
z =+ fiplp » N+ fp) fir n =+« . ist die bedingte subjektive Wahrscheinlichkeilt von E(An+1) .

Der Faktor f{p)} kilrzt sich weg: das liefert die Behauptung. Es gilt:
Tyn (Lo m {w) + plE,w) ¥} = 1
Satz 2 m := m {&) dist die im Verlauf der Beobachtungen tatsdehlich
@é’r sel eine der oben eingefihrten Verteilungsfunktionen auftretende bedingte sublekiive Wahrscheinlichkeit. Damit gilt:
n
zur Konzeption K#* . @ igi i dngigkel
r n,r, n,rn(w} symbolisiere die Abhingigkeit lK*(mn > P(E} Y = 1
der Verteilungsfunktion @g r von dem auftretenden w , da
?
n
ja r = r {w) von w abhingt. Wir schreiben dafir kura: Devgis
N Der Beweis ergibt sich aus Satz 2 und Hilfssats 2 ¢
¢ (w)e= o8 . (u) - Denn gilt:
n = = ; 3 -
m (w) mK§ _ w)(E(An+1)J I ox d®§,rn(m) + § x ab{x-p{C.uw))
¥
Leelfor 82(w) » Dlxp(E,0)) }) = 1. " A
= plE,w) .

Der Beweis ergibt sich aus {3.1) und dem vorangegangenen Setz 1 .
Disser Satz motiviert nochmals, warum wir p(E,w) wuwnd P(E}

Anschaulich 148t sich dieser Satz wie folgt deuten: Die Kon- ; mit dem Begriff Wahrscheinliehkeit in Zusammenhang brachien.
zeption X% Lkonvergiert bei zunehmender Information mit guan=~ i . Auferdem ist motiviert, warum wir die statistische Wahrscheln-
titativer logischer Wahrscheinlichkeit Eins gegen die gemsl ? lichkeit P(EY auch als objektive Wahrscheinlichkeit bezelchnen:
(3.7) definierte Konzeption Kp(E,w} . in Formeln: 3 P(E} ist nAmlich nech der obigen Formel der von jeder Information

und subjekiiven Willkiir unabhiingige Grenzwert der bedingten Wahr-

lK*(Iu: Kﬁ(w) > KQ(E,WJ Yy o= 1, mit K;{w):: Ké,r w) - scheinlichkeiten jeder mSglichen subjektiven Wahrscheinlichkeits-
¢ bewertung der Konmzeption E¥ .|

Mit Kr:= KE(&) und KP{E):: Kp(E,&) ergibt sich:

(3.9} SchiuBbemerkung

Die iibiiche objektivistische Wahrscheinlichkeitsrechnung 1st
hiermit im folgenden Sinne gerechtfertigt: Die Konzeption
die die Ubliche objektivisiische Wahrschein-

Kpe) = tepepyt
lichkeitsrechnung charakterisiert, ergibt sich bei uns ale Grenz-

konzeption bei hinreichend vielen Beobachtungen. Der Standpunkt,




diese Konzeption auf Grund der Gleichartigkeit mit einem festen,
aber unbekannten P{£) von vornherein vorausszusetzen und sich
etwa aufl Grund der Bernoutit 'schen Ungleichung um die moglichst
sichere und gensue Frmittlung von P{[)}) zu bemilhen, ist also
nach unserer Theorie ein voll begriindetes Verfahren.- Wie schon
in der Zusammenfassung bemerkt, erscheint es dabei addguater,
zusdtzlich zu dem von uns begrindeten Begriff P{L) und der
beziliglich der Xonzeption Kpie daraus abgeleiteten Wahrschein-
lichkeitsrechnung, die von uns bezliglich der Malfunktionen My
entwickelten Begriffe der quantitativen logischen Wahrschein-
lichkeit, bzw. der guantitativen logischen Wahrscheinlichkeits-
schranke zi benutzen. ~ Diese Verwendung der Begriffe myp und
1K scheint dabei nieht nur von theoretischem Wert,- zur Be-
grindung der objektivistischen Wahrscheinlichkeitsrechnung ~ ,
sondern auch von praktischem Wert zu sein.

Die Darlegung dieser azuch praktischen Hedeutung unserer Begriffe

liegt jedoch nicht Im Rahmen dieser Arbeit,

§4 Der DLCGRIFF DCR STATISTUISCHEN UNABHMANGIGKEIT

{4£.1) Definiton der statistischen Unabhdngigkeit auf Grund von

K

Seien A? und A2 swel Ereignisschemata, dann bezeichnen wir

mit AQ_AQ das folgende Ereignisschema:

Ag By 2= T8, (). A,(8) = 2 e &),

Zwel Ereignisschemata A1 und A2 einer statistischen CGesamb-
heit B  heiBen auf Grund von K statistisch unabhingies, wenn
gile:

lK({w: p(A1.A2,m) = p(A1,w}.p(A2,m)}) = 1 , bzw.

L (PAL AL = PLALDLPUALD) = 1 .
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{4.2) #Bgquivalente Bedingungen fir die statistische UnabhiEngigkeit

A1 und A2 sind auf Grund von K genau dann statistisch unab-
héngig, wenn gilt:

Ap(agde a0 ) A (ogdeniiglo )~ ByCugde by {u ) as (8000 8, (80 5
dabei muB vorausgesetzt werden: A # Aj . Py # o5 » ¥ # My

&, # 63 fir i # j 3 es ist jedoch zugelassen, dal gewisse

der Ai mit gewissen der oj iibereinstimmen.

Bewels

Seien A1 und A, auf Grund von K statistisch unabhingigi
dann ist zu zeigen, dal mK(A](Ai)..«Aj(kn),ﬁg(g1)...A2(pr)
nur von n , r abhingt.

Es gelte: A, = p. figr v = 1,000,835 Ay # o5 fiir i # Tqeecssd

8
lv JV

i ¥ Jqeeenndg
Durch Umnummerieren kénnen wir erreichen, dafl gilt:
A, = Q. fir 1 = 15...58 3}

A, Ao, fir i, 3 > s .

Wir betrachten die folgenden drei Ereignisschemata:
A‘i ] Az ? A3:= A1-A2 .

Es giit:

Ay e cag () cag(ogduabg(ey)

= AB(A1)...AB(AS).A1{AS+?)...AT(AH),A2{98+1),..A2(pr) mTh

r

Aus  {3.5) folgt:
me(4) = J p(A1,m)nﬂsp{Az,w)r"Sg(Aj,m}s dmy

Es gilt nach Voraussetzung: D{AB,M) = p(A1,w)p(A2,m) my-fast,
Damit ergibt sich:

me(A) = f p(A1,w)up(A2,m)r dmy ; das war zu zeigen.

Die Umkshrung ergibt sich aus dem folgenden Sals:
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{4.3) Minimalbedingungen fir die statistische Unabhingigkeit

Ay wnd A, sind aul Grund von K statistisch unabhidngig,
sofern:

AQ.(A)-Az{}\) e AT(U)-Az(Q} r

Ay )iy (A~ AyGed (8.8, (p) it AAR ofé
A0 A, (M) A0~ Ag(0) Ay (p).85(8) mit Afu , oFS
A0 A (o) Ay (A) . an (0]~ A (). A (o). 8,(8) .8, (x)  mit
Ao, ufp . 8¥K

Bewelis

Nach VYoraussetzung gilt:
mK(AT(A}.Az(u)) =ivy 4 hingt nicht von A, u ab {auch fir % = u )
k]

mK(AT(A}A1(u},A2(Q}}2:v2 1 héngt nicht von A , u . p ab, A £ u
F ’ {auch fir o = u oder X = p .

mp (A (A A {ut A (0} )=y hingt nicht von A , u , p &b, u #p

L 2 2 122 (auch fiir A = u oder A = o ).
mK(A1(A}.A1(p).Az(u),AZ(é})=:v2v2 hdngt nicht von X , p . U , €
ab, » £ p, u #6 f{auch fir A =u und p = & ) .

Wir betrschten eine beliebige Folge von Experimenten Bix,} 3
Aq(Ai} . Ag(ki) haben die Indikatorfunktionen a; » by und
A1(Ai},A2(Ai) folglich die Indikatorfunktion a b,

In der Folge BE{k;) selen hi die relativen HBufigkeiten von

Aj(ki) ; b, die relative Hiufigkeit von A1(Ai).AE(Ai} ,
Dann gilt:

1.2 2 2 N . . 2
E{n'n® -~ h_} = EL{1/n"( b a,b,} - 1/n{ I a b )}
non & 1<i,j<n * jer<n ©F
= 1/nt b3 Fajo.a8.b ) = 2/n3( z Laib'arbr)

T<i,ja.r,van A v 1<i,j.r<n d

2
+ 1/a"( £ Fa b a.b,) .
12r,5<n © T4

Es gilt nun:

Eaiarbjbv =V, oo sofern 1 1 5, j # v .
Eaiarb§ = vy ¢ - sofern i#Fro. .
Ea%bjbv =V o s sofern j # v .

£a§b§ = v1'1 .

55

Indew man berechnet, wie oft in den obigen Summen gewisse
Indigzes iibereinstinmen, bzw. verschieden sind, ergibt sich:

E(h;hi - h? = 1/n4[ n2v1.1 + {n3 - 1'12)v2’1 + {n3 - n2)v?’2
+ (n4 - 200 4 n?‘)vg.2 1 - E/nBE nvy 4 + (n2 - H)VZ,T + {n2 - n)vr}’2

3 . -
+ (n - 2n + H}VZ’EJ + 1/]’12£IIV1 1 + {}’1‘: . n)v2 23

B

(1/n - 1/n2)(\r1'.1 = Vi2 " V3 ~v2,2) .

Daraus folgt, dal h;hi = b, im Quadratmittel gegen O kon-
vergiert. Daraus folgt, daB diese Folge auch nach Mal gegen O
konvergiert (siehe etwa [R'I IV {3.7)) . Hach [R'} IV {1.13)
gibt es dann eine Teilfolge wvon hghi - hy e die mK-fast

gegen 0 konvergiert. Nach (3.7) konvergiert diese Teilfolge
jedoch my-fast gegen p(A1,m)p{A2,w) - plAj.Ay,wl . Damit er-
gibt sich: p(AT,w)pﬁAz,w) - p(AjoAzgw) = 0 mg-fast.

Das war zu bewelsen.

§5 Die {serprUFUNG vON KONZERT!ONEN

{5.1) Die Uberprifung der Konzeption X der Gleichartigkeit

Pie Konzeption der Gleichartigkeit von Experimenten hat die
Konvergenz der relativen Hiufigkeiten mit quantitativer logischexr
Wahrscheinlichkeit Eins zur Folge.

Stellen wir in der Natur ein statistisches Verhalten der Phino-
mene fest, -~ praktische Konstanzg der relativen Hiaufigkeiten - ,
se wird diese Konzeption bestitigt.

Die Konzeption K wird erschiittert, wenn die relativen Haufig-
keiten keine praktische Konstanz zmeigen.

Wird eine Konzeption K sichtbar, dies "besser" nmit der Erfahrung
in Binklang steht, als die Konzeption X , so wird die Konzep-
tion K zu Gunsten der Konzeption R verworfea.

Spielt bel der Entscheidung zwischen K und ¥ nur die Konstanz
der relativen Hdufigkeiten eine Rolle, so lassen sich aus der
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unter {3.4b) abgeleiteten "BernouLL: 'schen Ungleichung"

logische Irrtumswahrscheinlichkeiten fiir die Verwerfung der
Konzeption K berechnen: das hellt, auf Grund der Relation

{3.4b) 1HBt sich eine quantitative logische Wahrscheinlich-
keitsschranke daflir angeben, daf die Konzeption K verworfen

wird, obwehl sie richtig ist.

im Allgsmeinen liegen jedoch die Verhdltnisse beinm Vergleich
swischen K und X komplizisrter; Genauerss dazu slehe (10.18) .

(5.2} Beispiel fir die Aufgabe der Konzeption der Gleichartigkeit

Machen wir die Beobachtung, daB beim sukzessiven Wurf sinss Wir-
felg nach jedem 9-ten Wurf die & erscheint, wiBhrend sonst die
1 auftritt, so werden wir die Konzeption ¥ der Gleichartig-
keit dieser Wirfe fallen lassen und zu siner Konzeption K _.
fibergehen, die besagt, dab das Worfexperiment einen Mechanis-
mus enthilt, der die beobachtete RegelmdBigkeit liefert.
Innerhalb unseres Formalismus' ist die Konzeption & “dadurch

neu

charakterisiert, daf ale nur die Malfunktion =nm . enthidlt,

die der obigen RegelmidBigkeit das Mal Eins zuordnet,

7y diesem Beispiel ist zu bemerken, dad die Konzeption K __.
ebenfalls die Konvergensz der relativen Hiufigkeiten zur Folge
hat, sc dafB die in (5.1} formulierten Bedingungen filr die
Verwerfung ven K nicht vorliegen. Die formale Erfassung die-

ses Beisplels ergibt sich ebenfalls nach (10.1K) .

Fs wire einfach eine Konzeption Kéeu zu konstruieren mit der

Mafifunktion m;eu , die einer Ergebnisfolge das MaB Eins zu-
ordnet, in der die relativen HAufigkeiten nicht konvergleren.

Das Entscheidende an diesen Beisplelen ist jedoch nicht die
Fonvergenz oder Nichtkonvergenz der relativen fdufigkeiten,
sondern die Tatsache, dal einer bestimmten Ergebnisfolge die
logische Wahrscheinlichkeit Eine zugeordnet wird, wihrend aul
Grund der Kongeption K das Mal dieser Ergetnisfolge flr jede
MaBfunktion my unter einer gquantitativen logischen Wahrscheln-
liehkeitsschranke liegt, die bei entsprechend langer Beobachtungs-

dauer beliebig klein gemacht werden kann.
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Im Gepgensatsz zu diesen deterministischen Konzeptionen, lassen
sich auch Konzeptionen konstruleren, wie etwa die eines Wiirfels
mit zeitlich variierendsm Schwerpunki, wo die Uberlegungen von

(5.1} anwendbar sind; wie schon bemerkt, werden diese Hber-

legungen in {10.1K} formal pridzisiert.

Der Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit ist nur inner-
halb der Konzeption der Gleicharitigkeit erklért; wird diese Kon~
zeption aufgegeben, so ist die statistische Wahrscheinlichkeit
nicht mehr definiert. Dies ist jnsbesondere dann ganz natiirlich,
wenn die Phinomene keln statlistisches Verhalten zeigen und des-

halb die Konzeption der Gleichartigkeit aufgegeben werden muf.

Es gibt natiirlich such nicht-gleichartige Konzeplionen, in denen
trotzdem der Limes der relativen Haufigkeiten mit logischer Wahr-
scheinlichkeit Eins existiert. Die Unitersuchung solcher Konzep-

tionen fiihrt jedoch iliber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Es wird jedoch vermubtet, dafl man unter solchen Konzeptionen
den Limes der relativen Haufigkeiten nicht mehr als statistische
Wahrscheinlichkeit begelchnen kann, da gewisse der folgenden
Eigenschaften zu fehlen scheinen:
{1) Die Axiome vor Misgs sind mit quantitativer logischer
Wahrscheinlichkeit Eins erfiillt; siche dazu (10.31I}

{2) Wenn bekannt ist, daB der lLimes der relativen Hiufig-
keiten den Wert p besiizt, ist p die guantitative
logische Wahrscheinlichkeit eines Erelgnisses E(X) 3

siehe dazu (3.7).

(3} Fir die Unbterkonzeption KE* von K konvergieren die
die bedingten subjektiven Wahrscheinlichkelten gegen

den Limes der relativen Haufigkeiten: siehe dazu (3.8) .

Wie sechon bemerkt,filhren genauere Untersuchungen zu diesen

Fragen iiber den Rahmen dieser Arbsit hinaus.
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{5.3) Die Uberpriifung der Konzeptionen K

Die Konzeption KP besagth, daBl die relativen HBufigkeiten mit
quantitativer logischer Wahrscheinlichkeit Eins gegen p kon-
verglieren.

Zeigen die relativen Hiufigkeiten eine prakiische Konstanz um

den Wert p , 8o 1st dis Konzepiion K bestdtigt.

Differieren die relativen H#ufigkeiten bei langer Beobachtungs-
daver erheblich von dem Wert p , s0¢ ist die Konzepiion Kp
erschiifliert.

Fiir den allgemeinen Fall der Verwerfung der Kongzeption K

zu Ounsten einer Konzeption ¥ verweisen wir wieder auf (10.1K) .

Kommt es bei der Entscheidung zwischen Kp unéd K nur auf An-
niherung der relativen HEufigkeiten an den Wert p an, so 1aBt
sich aus der BoRNOULL | 'schen Ungleichung (3.4a)} eine logische
Irrtumswahrscheinlichkeit flir die Verwerfung der Konzepiion Kp
berechnen., Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn von vorn-
herein feststeht, daB die Konzepiion ¥ wvorliegl, dh. wenn X

ebenfalls eine Unterkonzeption ven K ist.

§6 SCHLUBBEMERKUNG ZuM BEGRIFF OER KONZEPTION

Der Begriff der Konzeption in der vorliegenden Theorie stelit
einen Grundbegriff dar, der flir den formalen Aufbau der Theorie
nicht welter,- als durch die angegebenen Axione -, prédzisiert
warden mufi,

Fiir die Anwendung und die erkenninistheoretische PFundierung des
Systems sind jedochnoch einige Erlduiterungen zur inhaltlichen
Beschaffenheit dieses Begriffs notig.

In der vorliegenden Arbeit ftritt der Begriff der Konzeption

im Wesentlichen nur in der Begriffsbildung gleichartiger Ex-
perimente auf. Es lassen sich zwar auch andere EKonszeptlionen
konstruieren, wie etwa in {5.2) skizziert; nihere Untersuchungen
dazu wollen wir jedoch nicht vornehmen. )
Da der statistische Wahrscheinlichkeltsbegriff erst aufl der Basis

der Kongeption gleichartiger Experimente eingefihrt werden soll,
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diirfen die theoreiischen Vorstellungen T 4 die der Konzeptlon

K  zu Grunde liegen, den statistischen Wahrscheinlichkeitsbe-

griff noch nicht enthalten.

Wie schon dargelegt, is% ein Belspiel fiir die Konzeption K

etws dedurch gegeben, dal T die Vorstellungen der Newton'schen
Mechanik und T gewisse Informationen liber die Anfangsbedingungen
beim Wurf eines Wirfels sind.

Ein anderes Beispiel sind die Vorstellungen T der Quantenmechanik
iber die Mogliichkeit, wie genau Elementartelilchen, etwa polari-
sierte Photonen, gemessen werden kbnnen.

Hach §5 besteht das folgende wesentliche Ergebnis:

Dic KonzEPTion DER GLEICHARTIGKETT CLABT SiCH M HiNBLICK AUF
IHRE WAHRSCHE INL ICHKE I TSTHEORET ISCHEN FOLGERUNGEN DURCH
BEOBACHTUNGEN UBERPRUFEN: DAMIT ST DIESER BEGRIFF WE}TER
PRAZISHIERT,

Es bietet sich an, den Begriff der Konzeption in einem etwas
engeren, ofder besser gesagt, modifizierten Sinne zu gebrauchen,
als es in dieser Arbeit der Fall ist.

In dieser Arbeit wurde der Begriff, Konzeption K, als Zusammen~
fassung gewisser theoretischer Vorstellumgen T und gewisser
Informatiocnen I gebraucht, woflir wir auch die Begeichnung

wissenschaftliche Oberhypothege ansitatt Kongzeption .gebrauchen

kdnnten; es wurde dabei ausdriicklich hervorgehoben, dal diese
Oberhypothese den statistischen Wahrscheinlichkeitshegriff

noehl nicht enthalten scll.

Ez bietet sich nun an, dle elwa aus der wissenschaftlichen Cber-
hypothese der Glelchartigkeit folgende Wahrscheinlichkeits-
struktur oder ganz allgemein Wahrscheinlichkeitsstrukiuren
selbst, annalog der hier entwickelten Art, als Konzepiionen

oder gensuer als Wahrschesinlichkeitskonzeptionen zu bezeichnen.

In diesem Sinne scheint es auch addguater zu sein,die Formu-
lierung, HKonzeption der Gleicharitigkeit, aufl die durch die
hxiome 2 bzw. 5 beschriebene Wshrscheinlichkeitstrukiur
gselbst vnd nicht die dieser Struktur vorausgehenden wissen-

schaftliche Oberhypothese zu beziehen.
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Testhalten wollen wir nochmals, daB eine derartige Wahrschelin-
lichkeitskonzeption ein wissenschaftlicher Ansatz oder eine
wissenschaftlicha Hypothese darstellt, die durch Beobachtungen
iberpriifbar ist und sowohl erhidrtet als auch verworfen werden
kann. .
Disser engere Gebrauch des Worts Konweption fiir die jewsllige
Wahrscheinlichkeitskonzeption selbst, anstatt fir die diese
Kongeption implizierende wissenschéftliche Obehypothese,
scheint insbesondere bei dem weiteren Ausbau der hier ent-
wickelten Gedanken vorszuziehen zu sein.

Dabei is% eine Wahrscheinlichkeitskenzeption in unserem Sinne
im Gegensatz zum iblichen Gebrauch nicht durch eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion charakterisiert, sondern durch eine Klasse
von MaBfunktionen zusammen mit den zugeordneten Begriffen der
guantitativen logischen Wahrscheinlichkeit, baw. den quantita-
tiven logischen Wahrscheinlichkeitsschranken.

§7 Dip ANWENDUNG DER THEORIE AUF DiE JQUANTENMECHANIK

Tn der Quantenmechanik tritt die Konzeption der Gleichartig-
keit mit besonderer Strinpenz auf: Wir betirachten das zu An-
feng gegebene Beispiel einer gleichariig polarisierten Folge
von Photonen, die auf ein Polarisationsfilter treffen.

Das Auftreffen der einszelnen polarisierten Photonen auf das
Filter sind meitlich verschiedene Prozesse, die nach den Vor-
stellungen der Quantenmechanik gleichartig sind, da sie durch
Messungen nicht weiter differenziert werden kdnnen:

Esz gibt keine Messung an einem polarisisrten Photon, die etwas
dariiber besagen wiirde, ob dieses Photon das Filter eher passiert
215 ein anderes in gleicher Weise polarisieries Photon.

Nehmen wir weiternin an, dal die einzelnen Photonen in grolen
zeitlichem Abstand, etwa jede Stuande ein Photlon, auf das Filter
treffen. Dann ist es klar, daB der Durchgang von n  Photonen
dieser Folge leogisch gleichwahrscheinlich ist zu dem Purchgang

von n anderen Photonen aus dieser Folge:
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Der zeitliche Abstand der einzelnen Photonen in dieser Folge
ist s0 grof, daB die usitliche Topologie der Photonen keine
Rolle mehr spielt, was den Durchgang durch das Filter anbelangt.

Treffen die polarisierten Photonen in enger zeitlicher Hachbar-
schaft auf das Filter, so ist es zwar a-priori nicht klar, daf
der Durchgang eines Photons durch das Filter nicht vom Durchgang
dar anderen FPhotonen beeinfluft wird und miifte genau genommen
erst empirisch erhdrtet werden. -Wenn wir jedoch annehmen, da8
dag Auftreffen der Photonen auf das Filter isolierte physikalische
Prozesse darstellen, so ergivt sich aue dieser Vorstellung eben-
falls, dal der Durchgang ven n Photonen logisch gleichwahrschein-
lich ist zum Durchgang veon n anderen Photonen:

Die physikalische Beschaffenheit des Filters und damit der Durch-
gang durch das Filter wird nach dieser Vorstellung nicht dadurch
beeinfiuflt, wie benachbart die einzelnen Photonen sind.

Nach den in dieser Weise skizzierten Vorstellungen T der
Quantenmechanik stellt also der PBurchgang polarisierier Photonen
durch ein Filter eine Klasse gleichartiger Prozesse dar, die
Axiom 2 won {(1.3) erfiillen.

Aus den weiterhin formulierten Axiomen lber die aus der Gleich-
artigkeit folgenden Wahrscheinlichkeitsivuktur ergibt sich, daB
diese Phinomene,da sie gleichartig sind, ein statistisches Ver-
halten zeigen miissen.

Die vorstehende Theorie stellt also einen logischen Zusammenhang
her zwischen der in der Quantenmechanik gegebenen theoretischen
Struktur der Gleichartigkeit der Phinomene und dem empirischen

Befund ihres statistischen Verhaltens:

DAS STATISTISCHE VERHALTEN QUANTENMECHANISCHER PHANOMENE ERKLART
SICH AUS IHRER GLEICHARTIGKEIT,

UMGEKEHRT E£RMOEGLICHY DAS STATISTISCHE VERHALTEN DER PHANOMENE
DIE IN DER QUANTENMECHANIK BESTEHMENDE BEGRIFFSBILDUNG DER
PHYSIKALISCHEN GLEICHARTIGKEIT DICSER PHANOMENE,
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§8 Dif ANwENDUNG DFER THEORIE AUF DIE KLASSISCHE PHYSIK

{8.1) Charakterisierung der unmittelbaren Klagsischen Situation

Im Gegensatsz zur Quantenmechanik ist die Konzepiion der Gleich-
artigkeit von Experimenten in der Klassischen Fhysik kein ab-
soluter Begriff, sondern hingt davon ab, wie genau die betreffen-
den Messungen vorgenommen werden.

Durch genaue Messungen beim Wurf eines Wirfels 1H8%t sich das
jeweilige Ergebnis bel einem solchen Wurf genau voraussagen.

Die Verstellung der Gleichartigkeit einer Klasse von Wiirfelwiirfen
beruht auf einer gleichartigen unvellstdndigen Information iber
die einzelnen Wurfexperimente.

Wihrend in der Quantenmechanik das aufiretende statistische Ver-
halten aus einer abscluten,in der Natur bestehenden Gleichartig-
%eit erklirt werden konnte, kann im Fall klassischer Experimenie
nur davon gesprochen werden, dal wir auf Grund einer gleichartigen
Tnformation mit einem statistischen Verhalien zu rechnen haven.
Die Gleichartigkeit der Experimente ist weniger eine Aussage

iber die Experimente selber, als vielmehr eine Aussage iiber
unsere Information von diesen Bxperimenten.

Die vorsteshende Theorie zeigt so gesehen nur die rationalen
Konseguenzen auf, die aus einer glsichartigen Information zu

ziehen sind.

(8.2) Die Zuriuekfihrung auf die Quantenmechanik

Es bietet sich an, die Gleichartigkelit makrophysikalischer
Experimente auf die absolute Gleichartigkeit der Quantenmechanik
gurtickzufihren und damit sbenfalls als eine absolute,in der

Natur bestehende Struktur aufzufassen.

Der unterschiedliche Ausgang beim Wurf sines Wirfels hangt ab

von mikrobiolegischen Vorgingen, die den VWurf des Wirfels mit

der Hand steuern., Diese letztlichen mikrobioclogischen Vorginge,
dis das Ergebnis beim Wurf einss Wiirfels determinieren, atellen
nach den Vorstellungen der Quantenmechanik eine in objekbiver
Weise gleichartige Gesamtheit dar. Damit lieBe sich die Gesamthelt
der Wirfelwirfe ebenfalls als eine gleichartige Gesamthelt auf
Grund einer objekiiven,in der Natur bestehenden Struktur verstehen.

Xonzeption
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§9 VERGLEICH MIT DEN KLASSISCHEN SYSTEMEN DER WAHRSCHE INL 1 CHKE 1 TS~

THEORIE,

{9.1) Vergleich mit dem System von DE FINETTY

Der vorstehende Aufbau Hhnelt in seiner mathematischen Struktiur
dem System von be FiwetrT: ({f],

&} Allerdings wird hier der Begriff der subjektiven Wahrschein-
lichkeit nur als Vorstellungshilfe szugelassen, die grundsitz-
lich entbehrt werden konnte und durch den Begriff der auf Grund
von K moglichen MaBfunktion zu ersetzen ist; siehe (1.71} .

S0 wertvoll der Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkeit unter
geinem heuristischen Standpunkt auch sein mag, kann ihm jedoch
keine selbsstiEndige Bedeutung zugestanden werden.

Wir behaupten ndmlich, dafB das System von pe FINETT!, S0 wie o8
von DFE FinETT: konsipiert wurde, gar nichit anwendbar ist. .
Betrachten wir zum Beispiel den radioaktiven Zerfall. Dann wird
ein Wissenschaftler 3 die Konzeption K der Gleichartigkeit
annehmen. Er wird weiterhin auch die von uns gewonnenen Gesetze
annehmen, die bei jeder mOglichen "subjektiven™ Interprstation
der kemparativen S3truktur gelten, Er wird jedoch im Allgemeinen
keine spezielle subjektive Rewertung =ls fir sich verbindlich
angeben kOnnen. Mit welcher Begriindung sollte er auch eine
gpezielle subjektive Bewertung auswihlen. Er konnie sich fiir
eine bheliebige entscheiden, da unssre Theorie fiir jede denkbare
pe FINETT-Bewertung gilt;: aber das wire reine Willkiir.¥*)

Wir behaupten also, daB das pr FinNeTTi-Systen erst anwendbar
wird durch die von uns durchgefiihrte Konstruktion, in der nur
die Aussagen betrachtet werden, die fiir jede "subjektive” Be-
wertung gelten, ohne daf dabei behauptet wird, daf es reale
Individuen gidbe, dle eine derartige subjektive Bewertung hitten.
(1.11)

Wwertung bel uns eine reine Hilfsvorstellung, die zur Motivierung

Wie in dargelegt,ist der Begriff der subjektiven Be-

unserer Axiome nlitziich ist, in denen jedoch der Begriff der sub-

*) Zu dem Wort beliebig ist zu bemerken, daB sinnvollerweise nur
soiche Malfunktionen gewdhlt werden kfnnien, die den Wert P(E)‘
nicht einschranken, also insbesondere alle Mafifunktionen der

K# 3 im anderen Fall wiirde eine,die miglichen Werte
ron P{L) einsehrinkende MaGfunkiion eben bedeuten, daBl der
Wissenschaftler 3 wvon vornherein gewisse Werte fur P(E}
ausschliefit.
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jektiven Bewertung letstlich eliminiert ist.

Auch wenn man den Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkelt
zuliefe, wire @8 unbefriedigend, wenn wir die statistische Gesetz~
miBigkeit etwa beim radioaktiven Zerfall wie folgt zu beschreiben
versuchten: Jeder Beobachter des Zerfallsexperiments hat eine

pe FINETTI -Bewertung. Fs ist befriedigender, wenn wir des Zer-
fallsexperiment im Rahmen unserer Theorle wie folgt beschreiben
k¥nnen: Die ZerfallsprozeBe sind gleichartig,- es bestehen daher
die von uns angegebenen, objektiv erfafBten Konsegquengzen.

Wahrend -das DE FINETT:-Systenm auf einen fiktiven Beobachter
rekurrieren muB, um die sbtatistische GesetzméBigkeit mu beschreiben,
liefert unser System ein bbjektives begriffliches Vokabular, in

dem diese GesetzmdBigkeit erfali 1st.

b) Die vorstehende Theorie unterscheidet sich scharf von dem
System von pE FineTTi durch die in (1.10) theoretisch beriick-
sichtigte und in (5.2) an einem Beispiel illustrierte MOglich-
keit, bei entsprechender Information die Konzeption der Gleich-
artigkeit aufzugeben.

Dies ist im System von DE FINETT! unmdglich, da die Verwsrtung
einer Information immer nur durch dern Ubergang zu den bedingten
Wahrscheinlichkeiten erfolgt, einen Standpunkt, den wir gemif
(5.2} Ffiir unzureichend halten: Nach unperer Auffassung stellt
sie Konzeption der Gleichartigkeit einen wigsenschaftlichen
Ansatz dar, der der Uberpriifung durch Beobachtungen fihig ist,
wihrend diese Konzeption bei pE FineTT als eine subjektlve Go-
gebenheit erscheint, an der sich nichts mehr Zndern 1aft.

(9.2} Vergleich nit dem System von CARNAP

Die vorstehende Arbeit dhnelt im Begriff der logischen Wahr-
scheinlichkeit dem System von Carnap [C1,

a) Wie die vorstehende Arbeit zeigt, implizieren die Axiome [C]
von Carnap dag statistische Verhaliten der Phinomene. '
Diese Axiome besitzen also sinen empirischen Gehalt und kinnen

dsher nieht alg a-priorische Eigenschaft eines formalen Spachsystens
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aufgefadt werden, sondern milssen auf eine wissenschaftliche
Konzeption gegriindet werden.

Wie bei pe FINETT: ist es auch im System von Carwap unmoglich,
die Konzeption der Gleichartigkeit bei entsprechender Becbachiung

_aufzugeben. Wie in (9.1b] dargestellt halten wir diesen Stand-

punkt fir unhaltbar.

b} CarnAP ist daran interessiert, die in (1.5) und (2.3) ein-
gefithrte MaBfunktion m, eindeutig feszuleagen.
Es gsiingt ihm auch durch einsichtige Axiome, die Klasse der
MaBfunktionen suf eine Klasase einzuschridnken, die nach dem
o FiNgETT|-Theersm {2.3) durch die folgenden MaBe auf dem
Bimplex D charakterisiert ist:

dy = c(x1..nxk)udL

dabei ist L das

=1 g =1
{k-1)-dimensionale Lebesguemal auf dem Simplex D , ¢ ist die
Normierungskonstante und « Thang?t mit dem Carnap fgchen i wie
folgt zusammen: o = Aifk - 1 ;5 siehe [ Hy (6.4) .

Den Versuchen CARNAPS dureh Spezialisierung von A zu einer
gindsutig bestimmten MaBfunktion zu gelangen, war bislang kein

voller Erfolg beschieden.

(9.3) Vergleich mit dem System von MiSES

Der vorstehende Aufbau ihnelt dem System von Misgs [M] inso-
fern, als die statistische Wahrscheinlichkeit sbenfalls als Limes
der relativen Haufigkeiten eingefihrt wird,

In Gegensatz zu MisEs gelten in unserem Aufbau die Misgs 'schen
Axiome nicht in Strenge sondern nur mit gquantitativer logischer
Wahrscheinlichkeit Eins.®)

An dem System von Miscs iben wir die felgende Kritik:

a) Im System von Miscs wird das Phinomen statistischer Gesetz-
m#ligkeiten nur beschrieben, aber nicht wie in unserem Systenm
als Folgerung aus der Konzeption der Gleichartigkeit erkliart.
In System von Mises wird keine Bedingung angegeben,- wie etwa

*)} Genauer: Es gelten in unserem 3ystemmit guantitativer logischer

Wahrseheinlichkeit Eins die von ihrem urspriinglichen, trivialen
Widerspruch befreiten Misgs-Axiome; siehe (10.3I) .
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die Bedingung der Gleichartigksit der Experimente -, um zu ent-
scheiden, wann eine Lxperimentenfolge die Eigenschalt der Kon~

vergenz im Unendlichen aufweist.

b) Der im System von Misgs existierende Limes der relativen
HEufigkeiten hat nicht automatisch die Bedeutung eines fairen
Wettquotienten fiir jedes Glied der Folge. Diese Deubtung ist je-
dogh fiir die praktische Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorise
unabdingbar. Diesem Mangel kUnnte abgeheolfen warden, in dem man
das folgende zusdtzliche Axicm dem System von Misgs beiftigts
Axioms Ist p der Limes der relativen HZufigkelten in
einem Mrses'schen Kollektiv, so stellt p fiir jedss Glied
dieses Kollektivs den fairen Wettguotienten aufl diese Glied
dar.
pllerdings ist dazu zu bemerken, daB sich dieses Axiom nur recht-
fertigen liefe, wenn man voraussebtszt, dab die Misgs'sche FEreig-
nisfolge in irgend einem intuitiven BSinge gieichartig ist. Im
anderen Falle wire dieses Axiom ndmlich geradzu falsch. Es ist
nimiich leich®t vorsiellbar, dal eine Ereignisfolge die MisEs-
Axiome erfiillt, dis ja nur etwas iiber das Verhalten im Unend-
lichen besagen, ohne daB diese Folge in elnem intuitiven Sinne
gleichartig ist, spsbesondere ohne daf der Limeg der relativen
Hiufigkeiten als fairer Wettquoblent auf jedes disser Ereignisse

interpretiert werden kann.

¢) Das System von Mises liefert keine Aussage iber die Geschwindig-
keit der Konvérgenz der relativen Hiufigkeiten und hat damit
keinerlei praktische Relevanz, da allein das Verhaliten im End-~
lichen von praktischer Bedeutung ist.

Wir bemerken dazu, dal natiirlich such im System von Mises die
BernouLLi 'sche Ungleichung ableitbar ist. Im Syatem von Mises
besagt diese Ungleichung aber ebenfalls nur elwas iber das Ver-
halten im Unendlichen eines aus dem Ausgangskollektiv abgeleliteten
Kollektive und gibt uns kelnerlei Informatien iiber das Verhalten

im Endlichen. Erst wenn wir, wie unter b) ausgefiihrt, dem System
von MisEs das Axiom der Deutung des Limes als failren Wsttguotienten
jedes Ereignisses des Kollektivs anfiigen, laBt die BernouLl 1 “sche
Ungleichung im System von Mises eine Inferpretation zu, die zu
einer Aussage iiber die Geschwindigkeit der Konvergens fihrt,
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d) In (™1 charakterisiert Mises den Anwendungsbereich seiner
Axiome zwar ausdriickliech durch den Gebrauch des Worts "gleich-
ertige" Ereignisse, ist sich aber uber dle entscheidende Be~
deutung dieses Begriffs nicht im klaren.

Dazu bemerken wir das Folgende:

Dasg System von Mises scheint sich wie folgt anwendern zu lassens
Wir beobachten in einer Folge von Ereignissen von siner gewlssen
Stelle an eine praktische Konstanz der relativen Hiufigkeiten
und nehmen daraufhin den induktiven SchiuB vor, dafi sich diese
praktische Komstanz bel der weiteren Beobachbung dieser Erelig-
nisfolge gzeigen und sogar noch verstédrken wird.

Dieser SehluB ist jedoch, wie intuitiv einsichtig ist, nur dann
wdglich, wean wir die Ereigrisfolge in irgend einem Sinne als
"gleichartig" voraussetzen. Im anderen Fall lassen sich sofeort
Gegenbeispiele konsiruieren in Ubereinstimmung mit dem Hume 'schen
Satz, 488 ein SchluB vom Beobachieten auf das Unbeobachtete
nicht miglich ist; siehe dazu Steomiiier [ 571 .

Das System von Mises mul also, um praktisch zu funktionieren,

in irgend einer Weise von dem Begriff "gleichartig" Gebrauch
machen. - Wie diese Arbeit zeigt, ist der Begriff gleichartig,

in der von uns durchgefiihrten PrHzisierung, ausrelchend, um alles,
was im Sinne von Mises gesagt werden muBl, ableiten zu kbnnen,
ohne daB dariiberhinaus noch irgendwelche Axiome ndtig wiren.

Es kommen zwar auch in unserer Arbeli Axiome vor; diese Axionme
und dle beiden Anwendungsprinzipien sagen jedoch nichts iber

die Wirklichkeit, sondern sind so zu sehen, daB sie die Impli-
zitdefinition des Begriffs der logischen Wahrschelnlichkeit
darstellen, vergleichber einem axicmatischen Kalkiil der Aussagen-
logik, dessen Axiome die Implizitdefinition der sussagenlogischen
Junktoren darstellt.

Abschlieflend stellen wir nochmals fest: Das Misgs'eche Jystem

ist erkenntnistheoretisch so unvollsténdig, daf es nicht anwend-
bar ist. Um es anwendbar su machen, miBte in irgend einem Binne
der Begriff "gleichartig" der Charakterisierung des Kollektiv-
begriffs hinzugefligt werden. Allerdings ist dieser unverzichtbare
Begriff in unserer Priszisierung ausreichend, um das ganze Syatenm
der statistischen Wahrecheinlichkeitstheorie abzuleiten, ohne

daf noch weiltere Axiome notig wiéren.

%u unserer Kritik des Systems von Mises siehe auch (10.3H)
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(9.4) Vergleich mit cem System von KOLMOGOROFF

Das System von KoumosgroFF [K] fihrt den Begriff der Wahrschein-
lichkeit als einen undefinierten Grundbegriff eln, der gewlssen
Axiomen gehorcht. Der Zusammenhang mit den relativen Hiufigkelten
ergibt sich aus der Begrwouti!-Ungleichung:

p({fhn(E) - plE}] > e}) < 1/4ne?

Dieser Aufbau ist in silch konsistent und stellt auch eine gute
Beschreibung des Phinomens statistischer GesetumidBigkeiten dar.
Allerdings enth&lt dieses System einen erkenntnistheoretischen
Zirkel: Die geforderten Axlome werden damit motiviert, dal die
Wahrscheinlichkeit den "Grengwert" der relativen Hiufigkeiten
darstellen soll.

Man kann also nur davon sprechen, dal die KoLmogorOFF-Theorie

das Phinomen statistischer GesetzmiBigkeiten beschreibi; sie
liefert keine Erklirung dieser Gesetzmiligkeit, sondern setzt
diese Gesetzmdligkeit, die sie in ihren Axiomen zu erfassen ver-
sucht, bereits voraus.

Die Zirkularitidt des Aufbaus von KoLmogororFr zeight sich besonders
anschaulich in der BerwourL! 'schen Ungleichung: Die zu erklirende
Wahrgcheinlichkeit p(E) wird im Innern der Formel durch die re-
lativen Hiufigkeiten approxiniert; das Hal der Approximation wird
jedoch im KuBern der Formel ebenfalls durch das erst pu erkliren-
de p dargestellt.

Im Gegensatz dazu wird in unserem Analogon zur BerwnouLLi 'schen
Ungleichung der Grad der Approximation der statlstlachen Wahr=
scheinlichkeit dureh die relativen Hiuflgkeiten mit der Mafl~
funktion my ausgedriickt, die bereits vorher, unabhingig vom
statistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff definiert war.

Wie in (3.9) dargestellt, fihrt unsere Thecrie unter der Vor-
ausssetzung der Kongeption der Gleichartigkelt zu einer erkenninis-
theoretisch befriedigenden Begriindung der Kotmogororr-Theorie.
Wie das System von Mises gebraucht auch KoumogorOFF zur Chara-
kterisierung des Anwendungsbereichs seiner Theorie dhnliche Worte
wie das Wert gleichartig. - Wie schon bemerkt, ist das Ergebnis
dieser Arbeit der Nachweis, daf auBer diesem unvermeidbaren Be-
griff der Gleichartigkeit in der von uns gegebenen Prizisierung
nichts mehr zur Begriindung der objektiven Wahrscheinlichkeits-
theorie vorausgesetzt werden mufi.

Sishe dazu auch (10.3H)
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(9.5} Vergleich mit dem System von RiCHTER

Das System von Ricurer [R] verbessert das System von KOLMOGOROFF
insofern, als die Motivierung der Axiome nicht mehr das Phinomen
statistischer Gesetzmafligkeiten veoraussetzt, sondern nur verlangt,
daf die im Naturgeschehen als existent postulierte Wahrscheinliich-
keit stetigen Rechengesetzen geniigt.

Diese Arbeit zeigt, dall sich das von RICHTER eingsfiihrte FPostulat
der objektiven Wahrscheinlichkelt aus dem Begriff der Gleichartig-
keit von Experimenten begriinden 1#f%t.

Allerdings besteht bel RicMTER aine gewisse Vagheit, ob sich die
objektive Wahrscheinlichkeit auf konkrete Freignisse oder EBrelg-
nisschemata bezisht. Der genaue Bezug unserer Begriffe zu den
System von RICHTER setpt also die Prazisierung des RICHTER'Schen
Systems in diesem Punkt voraus.

Wie in meiner Diplomarbeit [ HO] gezeigt, ist das System von
RicHTER erst dann anwendbar, wenn gewisse statistische A-priori-
Hypothesen vorausgesetzt werden, wobel das System von RiCHTER

die Grinde flr die Annahme solcher A-priori-Hypothesen grund-
satzlich nicht erbringen kaunn.

Pie sinfachste A-priori-Hypothese, unter der das System von
RicuTer funktioniert, ist die Hypothese, dalBl die Experimente B(A)
unabhidngige Wiederholungen sind.

Diese Hypothese ist in gewisser Weise dquivalent zur Konzeption
der Gleichartigkeit #) , aug der allein sich dann, wie in dieser
Arbeit gezeigt, der Begriff der statistischen Wahrschelinlichkelt

#) Zu der Formulierung, gewisse Aguivalenz zwischen Gleichartigkeit
und unabhingiger Wiederholung, wird das Folgende bemerkt:

GemdB dem System von RicuTEr ergeben sich unter der Voraussetzung
der unabhéngigen Wiederholung die pr FineETT)'schen Wahrscheinlich-
keiten als Chancen im Sinn von RiCHTER. Die unabhéngige Wieder-
holung implisziert alse sicher die Gleichartigkeit. Meilnes Erachtens
zeigt die vorlieponde Arbeit, daf auch die Umkehrung gilt, ndmlich,
dad die Konzeption der Gleichartigkeit im Hinblick auf die in der
Grenze vorliegende Konszeption KP(EJ die unabhdngige Wiederholung

impliziert; siehe (3.9} . Allerdings lassen sich symmetrische Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen, aufgefafit als Chancen, im System von
RicHTeEr auch unter wesentlich allgemeineren Hypothesen oder auch
ginzlich anderen Veoraussetbzungen gewinnen, wie etwa des Zichens

aus einer Urne ohne Zurlicklegen; siehe §6 von [Hyl . - Deshalb

kann nur von einer gewissen Aguivalenz zwischen Ggeichartigkeit

und unabhingiger Wiederholung gesprochen werden.
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oder, falls dis Deutung der statistischen Wahrscheinlichkeit als
chjektive Wahrecheinlichkeit im Sinn von RiCHTER akzeptiert wird,
der Begriff der objekbtiven Wahrscheinlichkeit einschiieBliich aller
Rechenregeln ableiten 156t, ohne dal wie bei RiCHTER noch gusidtz-
lich zur Konzeption der Cleichartigkeit, das Postulat der objek-
tiven Wahrscheinlichkelt, einschlieBlich gewlsser Axlome, was die
Rechenregeln der postullerten GroBe betrifft, dariiberhinaus ge-

fordert werden mitften.

(9.6) SchluBbemerkung zum System der Wahrscheilichkeitsrechnung

von PASCAL . LAPLAGE

Die auf PascalL suriickgehende von Laprace in (L] dargestellte
Wehrscheinlichkeiterechnung macht fundamental Gebrauch vom Be-
griff der Gleichwahrscheinlichkeit. allerdings besziiglich der
Ergebnisse innerhalb eines festen Experiments.- In der vorlie-
genden Arbeit ftritt der Begriff der Gleichwahrascheinlichkelt
ehenfalls als fundamentaler Begriff auf, allerdings als "Gleich-
wahrscheinlichkeit® begiiglich der verschiedenen gleichartigen
Experimente. Die vorliegende Arbelt seheint also dem ursprlnglichen
Vorgshen ven PaSCAL , LAPLACE rechtzugsben, dal der Begriff der
(leichwahrscheinlichkeit, allerdings in einem gegeniber PASCAL
und Lariace modifizlerten Simne, sin fundamentaler, irreduzibler
Begriff darstellt, auf dem das Gebiude der Waehrscheinlichkeits-

rechnung ruht.
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§10 VERGLEICH MiT EI{NIGEN MODERNEREN SYSTEMEN DER WAHRSCHEINLIGH-

KEITSTHEOR L

{10.1) Vergleich mit dem System von Hacking [ Hal

L) Ziel des Sysbems von HACKING
Hacking geht von dem System von KOLMOGOROFF &aus. Er interessiert
sich dabei vor allem fir eine Theorie des statigtischen SchlieBens,

dn, fiir einen Begriff der BestHtigung uund schlieBlichen Annshme
oder Verwerfung statistischer Hypothesen. Er meint, dis von ihm
entwickelte Theorie des statistischen Schiiebens, die seiner An-
gicht nach noch nicht in den KOULMOGOROFF-Axlomen enthalten ist,
liefere eine weitere begriffliche Kl#rung des von KOLMOBOROFF
intendierten Begriffs der long-run-Wahrscheinlichkelt, bei

HAGK NG Chance genannt. *)

B) Der Begriff der ioint proposition und des statistischen Datums

Bin zentraler Begrilf Hacxings ist der Begriff des statistischen
Datums. Als statistigches Datum beseichnet Hacxing dabei elins so-

genannte joint proposition. Eine joint proposition beszieht sich

dabei auf eine experimentelle Anordnung X , Ereignisse von der
Art K bei X , eine Klasse D von Verteilungsfunktionen be-
ziiglich der Ereignisse von der Art K , sowle ein Ereignis A
beim Versuch T von der Art K' . Als joint proposition bezelch-
net Hacking dabel das folgende 6H-Tupel: (X,K,D:T,K",A) .

Von einer ginfachen joint proposition sprechen wir, wenn D naur
gin Element enthilt, ansonsten sprechen wir ven einer komplexen
joint proposition.

Zwischen dem Begriff des statistischen Datums und unserem Begriff
der Konzeption besthet eine gewisse Analogie:

#} Bg gei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB der Begriff Chance
von Hacking etwas anderes bedeutet als der Begriff Chance beil
RicHTER: Bei Hacking bedeutet Chance die statisiische oder ob-
jektive Wahrscheinlichkeit, wihrend bei RicHTER die Chance sub-
jektive Wahrscheinlichkeit bedeutet.
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Unter einer Konzeption verstehen wir theoretische Vorstellungen T
und Informationen I . Die theoretischen Vorstellungen T ent-
sprechen dem ersten Tell ¥,K,D der joint proposition, die Infor-
mation I dem zweiten Teil T,X',4 : die durch die Komzeption K
festgelegten Malfunktionen mg entaprechen den Verteilungsfunk-
tionen aus D .

Als likelihood einer einfachen joint proposition ni= (X,K,D37,K7,4)

bezeichnen wir die Chance von 4 auf Grund der Verteilungsfunk-
tion D : 1ikelihcod(h):= pp(4) . '

) Likelihgodgasets
Unter einer ststistisehen Hypothese H verstshen wir die Aussage,

def die wahre Verteilungsfunkiion in einer Xlasse D von Vertell-
ungsfunktionen liegt. Von einer ginfachen Hypothese gsprechen wir,
wenn D aus einem Element besteht, ansonsten sprechen wir von
einer komplexepn Hypothese.

Angenommen wir haben zwei einfache Hypothesem H und H' .

Auf Grund der Hypothese HE habe das Ereignis A die Chance p(A) ,
auf Grund ven H' die Chance p'{4) .

Dann ist die Hypothese H auf Grund von A besser begtiatigt

als H' , gensu dann wenn p{A)} > p'(A) .

Diegss Prinzip der Bestdtigung ist ein Spezialfall dessen, was
Hacking Gesebs der Likelihood nennt; das allgemeine Gesetz der
Likelihood von HACK|nG wollen wir hier nicht wiedergeben.

Das Gessbz der Likelihood ist der Xern der Begstiétigungsaxiome,
um die Hacking das KoLmogororr-System erweltert, um zu elner
vollstindigen inhaltlichen Klirung des Begriffs Chance zu kommen.

D) Statistische Tests. Der Likelihood-Test.
Unter oinem statistischen Test versteht Hacking dis Annahme oder

Verwerfung einer statistischen Hypothese.

Sein zentraler Begriff ist der des Likelihood-Tests.

Darunter versteht er das Folgende:

Besteht dle Wahl mwischen den einfachen Hypothesen H und H' ,
dann wird auf Grund des Ersingisses A die Hypothese H akzeptiert
und H' verworfen, wenn gilt p'{a)/p{a) <o ; der Werit a mul

dabei ein "plausible" vorgegebene GriBe sein.
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Sind H und H' komplexe Hypothesen, so gilt das Folgende:

Die Hypothese H' wird beim Eintritt des Ereignisgses A

verworfen zu Guasten von H , wenn fiir jede einfache Hypothese h'!
aus H' eine einfache Hypothese h aus H existiert, sc dag
gilt: ph,(A}/ph(A} < a .

Hack ING formuliert diese Regeln noch zusidtszlich fir jeoint propo-
sitionss dearauf wollen wir hier verzichten.

Hack NG betont, daB es eine Verwerfung von statistischen Hypothesen
immer nur im Hinblick auf Alternativhypothesen gibt. Dabei kann

eg mein, daB anch die A-priori-Hypothese, dh. die Disjunktion von
H und H' , in Zweifel gezogen wird und nun ihrerseits elnem Test

gegen eine neue Alternativhypothese unterworfen wird.

E) Das statistische Patum D,  der Binomiaiverteilung

Das wichtigste statistische Datum 1st das der Binomialverteilung,
pzw. der Polynomialverteilungi der Firfachheit halber beschrinken
wir uns hier auf die Bincomialverteilung.

Die Binomialverteilung entsteht ndmliich dann, wenn wir ein Experi-
ment mit zwei miglichen Ereignissen unabhingig wiederholen.
AuBerdem kSnnen wir, wie wir noch sehen werden, das statistische
Datum der Binomialverteilung , das wir hier mit DB bezelchnen
wollen, in Beziehung zur Konzeption der (leichartigkeit sctzen.
Dem Begriff der experimentellen Anordnung X entegpricht in
ungerer Terminologie das Versuchsschema B , dem Begriff Zreig-
nisse von der Art X entsprechen die Ereignisse E(X) ; dem
Tripel 7T,K',A entspricht ein aus den E(A) aufgebautes Er-
gignis A . Die Klasse Dy der Binomialvertellungen stellen

wir mit den Bezeichnungen von (1.5) wie folgt dar:

DB: {px]K + x € [0,11 1.

F} Die theoretische Beziehung zwischen B. und der Konzsption S

a) Zundchst kénnen wir feststellen, dal d;e Konzeption K der
Gleichartigkeit formal dem statistischen Datum DB inscfern
entspricht, als die Konzeption K gemidf {(1.5) aus den Misch-
ungen der Binomialverteilungen besziiglich der subjektiven MalBe ¢
besteht.
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b} Weiterhin kdnnen wir das statistische Datum Dy wis Folgt
mit der Konzeption K der Gleichariigkeit in Besiehung setzen:
Figen wir nimlich zu der Konzeption K die Information P(E) = x

hinzu , so entsteht nach ({3.7) die Konzeption K .
X
T N O
Figen wir zu dem statistischen Datun DB die Information

%ii hn(E) = x, hinzu, #o ergibt sich nach dem Likelinood-Test,

wie wir gleich sehen werden, die Blnomialverteilung zum Para-

meter Xy s aiso sbenfalls die Konzeption K .
X
o

Bewels:
Wir gehen von der A-priori-Hypothese DH aus. Die Hypethese H

ist gegeben durch die Funktion px0§K » also Hi= {p_} , die
a a o
Hypothese H' 1st wie folgt definiert: Hl:= {p_: x#x } .
o x o
Dag Ereignis A& ist definiert als: A:= {w: lim t_{[,w) = x }
n o *

o0

Es gilt nun: pX(A}/pKO(A) = 0/1 = 0 <a fir jedes positive o ,
sofern p,  8us HI

Das heifit: Auf Grund der Information A wird gem#dl dem Likeli-
hood-Test die Hypothese H' verworfen zu Gunsten der Hypothese

H  und zwar fiur jedes a . Das war zu beweisen.

Es besteht also eine gewlisge Gleichwertigheit zwischen der Xon-
zeption K und dem statistischen Datum Dy » Allerdings ist
diese Bezliebung nur von theoretischer Bedeuilung, da es unmdg-

lich ist, die Information lim h (£} = x zu besitzen.
o

I} oo

() Die praktische Beziehung zwischen D; und K . Ber Konfidenz-Tegt
B .

a} Wir setszen das statistische Datum DB voraus, Dann wird der
praktische induktive ProzeB der objektivistischen Statistik am
einleuchtendsten durch den Konfidenz-Test beschrieben.

Darunter verstehen wir die folgende induktive Regesl:

Tritt bei »n Beobachtungen die relative Hiufigkeit h auf,
g0 wird behauptet, daB der wahre Pavameter # der Bingmialver-

teilung in dexn P P, .o .
g in dem folgenden Intervall liegt: X ¢ Ehﬂ_e,hn+s] .
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Das statistische Datunm DB geht also nach dieser Regel auf Grund
von n Beobachtuagen in die folgende fiypothese uber:
DB,hn,£:= {px : x € [hﬂ-e,hﬂ+e] }

Als Irrtumswahrscheinlichkeit zu diesem Test bezasichnen wir die

folgende GriBe: alx):= Chance dafiir, daB die Hypobhese Dp . .
¥ ﬂ’

falsch ist, uniter der Voraussetzung, daf x der wahre Parameter

der Binomwialverteilung ist = px{{m:[hn(E,m) - x| > e}) .

Es giltb:
¢{x) = 1 = Chance dafiir, daB der Konfidenz-Test zu einem rich-

tigen Ergebnis fiihrt, unter der Vormussebtzung, da8 x der wahre

Parameter ist.
Die Grofe ofx) 145t sich nach der Bernourli'schen Ungleichung

abschitzen: wf{x} < ai=t/ine? .

Der Konfidenz-Test ist also durch drei Parameter charakterisiert:
Den Stichprobenumfang n . die Irrtumsschranke o und die Schirfe
9ind zwei ven diesen (roBen vergegeben, so 188t sich die dritte
abgchitzen.

Te kleiner die Irrtumsschranke o 1st, desto sicherer ist es,

aal der Konfidenz-Test zu einem richtigen Ergebnis fihrt; dabel
ist natirlich, wie anfangs festgelegt, ilmmer vorausgesetzt, dal
DB

Bei jeder, noch so kleinen Irrtumsschranke o 188t sich durch

iiberhaupt richtig ist.

Wahl eines hinreichend groBSen = ein immer kleinerss Intervall
[h_ -e,h_+£] aussondern.,
n n
Ber Konfidenz-Test lisfert alsoc ein Verfahren, nach dem das sta-
tistische Datum D dureh sukzessiven Ubergang zu D
B B,hn,a
immer mehr gegen die unbekannte wahrs Hypothese (pﬁ} konvergiert.

Tn dem wir das starke Gesetz der groben Zahlen heranziehen, konnen

wir dies wie folgt symbolisleren:

px{DB h e + {px}) = 1 . Wesentlich ist dabei, daf iiber das
'n

" husmapd" disser Konvergens bereits im Endlichen mit Bilfe der

Irrtumsschranke eine Aussage gemacht werden kann.
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b) Vom Standpunkt unseres neuven Aulbaus der Statistik 186t sich
das Verfahren des Konfidenz-Tests rekonstruieren:

Nach Beobachiung der relativen Haufigkelt hn gehen wir von der
Kongeption K azu der Konzeption K| e iT K A (P(E)E [hn-e,hn+€])
iiber., n

Wie man sich leicht idberlegt (siehe dazu (3.7a)) besteht die Kon-

zeption Kh o Bus den Mischungen der Binomlalverteilungen von
ﬂ’

DB.hn,a begziiglich solcher MaBe ¢ , die ihr gesamtes Gewichi

auf {hn—s,hn+sj kongentrieren.

Der Aussage, P{C} € [hn—s,hn+a] , 1Bt sieh auf Grund des Ana-
logons zur BerpnourLt 'schen Ungleichung eine quantitative loglsche
Wahrscheinlichkeitsschranke zuordnen, die als Irrtumsschranke
fungiert: mK(ihn - PLE)] »e) < 1/4ne? =:a .

Gestilbzt auf {3.1) kbnnen wir also aralog zu a) fesstellen:

1,.(K + =}

K'Th e KP(E))

Wesentlich ist dabei wieder,daB sich das "AusmalB" dieser Kon-
vergenz berelis im Endlichen v0llig analog wie zu a) wmit Hilfe

einer Irrtumsschranke angeben 128t.

Damit haben wir also das folgende Ergebnis:

Zwischen statistischem Datum DB und der Konzeptlon K der
Gleichartigkeit besteht eine gewisse praktische Gleichwertig-
keit, die darin besteht, daB iam Verlauf der Beobachtungen ge-
mafl dem Konfidenz-Test eine immer stidrkere im Endlichen charak-
terisierbare Konvergensz gegen die wahre Chance, bzw. die fat-
sdchliche statistische Wahrscheinlichkeit stattfindet.

B) Die Bezichung zwischen D und KX

a2) Zunfechst kbnnen wir feststellen, dal die Kenzeption K¥ denm
atatistischean Datum DB formal inscofern entspricht, als K¥ aus
den Mischungen der Binomialverteilungen beziiglich aller MaBie ¢¥

mit positiver stetiger Dichte entspricht.

F

b) GemdB {3.8) konvergiert die Kenzeption K¥* wmit quantita-
tiver logischer Wahrscheinlichikeit Eins im Verlauf der Beobach-
tungen gegen die Konzeption KP(E) . Damit besteht nach dem voran-
gegangenen Abschniit eine weitere Enisprechung zwischen DE und
E* .

Allerdings erfolgt die Konvergenz von K% gem8f (3.8) in einem
anderen Sinne als die Konvergenz von DB gemifl dem vorangehenden
Abschnitt. Insbesondere 1i6% die Konvergenz von K% gemdd (3.8)
keine Aussage iiber die Geschwindigkeit baw. das "Auswafll" dieser
Konvergensz zu.

Dem wollen wir in dem ngchten Abschnitt auf den Grund gehen.

1} Der subjektivistische Konfidenz-Test

a} Dem objektivistischen Konfidenz~Test 1HE8% sich im Rahmen
unserer Begriffsbildungen die folgende Uberlegung entgegen
stellen:

Wir setzen die Konzeption X* voraus und betrachten einen be-
liebige Mafifunktion My mit dem MaB ¢* . Auf Grund der Be-
obachtung der relativen Hiufigkeit hrl = rn/n gehen wir zu

dem Mal ¢§ r iber gemdB der Formel, - siehe dazu (3.8} :
Qi = pyllen n(Ew) = hh) %/ T (s b (Ew) = b)) do0

Der Konfidenzschlull erscheint vom Standpunkt der Bewertung ¢%
berechtigt, wenn gili:

3* - - - - .
¢n,rn([hn g,h +e}) = mK:(P(E) € [h -e,h +e]) > 1 -0 3

Kg ist dabei definiert wie in (3.8) als die um die Information
h, vermehrte Konzeption K% ; oy muf eine kleine GroBe sein,

~ die subjektivistische Irrtumswahrscheinlichkeit fiir den Kon-
fidenz-Test. *)

#) Warnung: mPCEYE [ h ~e,h +el) = mK((w=lhﬁ(Eow) - p{C.wl} < e} )
igst im allgemeinen nicht gleich ¢({hn—s,hn+e}) ; der letztere

Wert ist ndmlich abhiingilg von der Beschaffenheit der Wirklichkeiti,
wihrend der erstere Wert rein logisch durch my festgelegt ist.




73

fus den SHtzen von (3.8) folgt, daB das Ma8 o bei hin-
E
f

reichend grafies n sein ganzes Gewicht beliebig gut um den

Wert h = rn/h kongentrisrt.

Bel vorgegebenem @, s € und vorgegebenem speziellen ¢¥ 140%

sieh nlso stets erreichen durch Wahl eines hinreichend grofien

no, daB gilt: of . (Ihg-ehpvel) 2 4 -0y

Allerdings 1#Bt sich nicht errelchen, daf dies gilt fir alle

MaBe &% der Xonzepbtion K¥ , so del 1 - o, also nicht die
Bedeutung einer guantitativen logischen Wahrscheinlichkeitsschranke
zur Konzeption K*  Tbesitzt. Auch wenn die Funktion

e (x}:= px({m:hn(E,w) = hn}) gine beliebig gute Konzentration

um den Wert h = rﬁ/n aufweist, kann doch dag ¢% fiir
[hn~s,hﬁ+ai einen beliebig kleinen Wert haben, so dafl die
obige Xonfidenzbedingung fir diese ¢¥ nicht besteht,

Wollen wir den EKonfidenz-Test vom subjektivistischen Standpunkt
rechtfertigen, so missen wir die Klasse der Malfunktlonen weiter
einschrinken. Dabei geniigt es, nur sclche ¢¥ zugulassen, deren
Dichte im Intervall [h"~€,hn+ej iiber einer Schranke vy liegt.
Wir bepeichnen diese ¢% mit ¢¢ un die Konzeption dieser ®;
mit K? .
Bei dieser Einschrinkung 138t sich daan durch Wahl eines hin-

reichend groBen n fir alle ¢$ der Konzeption K# srreichen:

®$’n’rn([hn—g,hﬂ+e§) = mK; n(P(E) € {h ~e,h +el} > 1 -a g
L

;,n ist dabei wieder die um die Information h, vermehrie
Kenzeption K¥ 3 1 -~ ag hat die Stellung einer guantitativen
logischen Wahracheinlichkseitsschranke Iiir die Konzeptiion Kﬁ,n
Damit haben wir das folgende Ergebnis: Die Auswahl einer ob-
jektivistischen Irrtumswahrscheinlichkelt o fiir den Konfi-
denz-Test, die durch gewisse formal nicht voll erfalibare Plau-
sibilititsiiberlegungen gegeben ist,entspricht der subjsktivi-
stische Konfidenz-Test, wobel zusitzliech zur Wahl der subjek-

tivistischen Irrtumswahrscheinlichkeit o noch eine Schranke

T

vy bestimmt werden mufl. Genauso wie man bei der Wahl der Irrtums-
wahrscheinlichkeit auf Plausibilitiisiiberiegungen angewiesen ist,
muf man bel der Wahl der Schranke vy Plausibilititsiiberlegungen
anstellen.

Es gilt dabei: Wird der Konfidez-Test angenommen aul Grund einer
objektivistischen Irrtumswahrscheinlichkeit a , =0 gibt es eine
goelgnete subjektivistische Irrtumswahrscheinlichkelt ey und
eine Schranke vy , so dal der subjektivistische Konfidenz-Test
auch angenommen wird; und umgekehrt.

Objektivistische und subjektivistische Uberlegungen sind also
dquivalent, webel dem o vom objektivistischen Standpunkt die

Grofien @, und ¥ vom subjektivistischen Standpunkt entsprechen,

b) Aus der Relation mx(}hn(ﬁl - BEN > ) < 1/ine? , die die
Situation bheim objektivistischen Konfidens-Test beschreibt, 18553t
sich durch Gleichsetzung vou objektivistischer und subjektivisti-
scher Irrtumswahrschéinlichkeit die Forderung motivieren, dall

nur solehe subjektivistischen Malle ¢o sinnvell sind, fiir die
gilt:

(%) ¢°

0or te ]} > 1 - i/dne? und awar fir allie = , n
. T

r r
([ 4.,.2 - E ull,
1 "

n

und alle moglichen Werte von T,

Die Gesamtheit all solcher MaRe ¢° fassen wir zu der Xon-
zeption K®  zusammen.

Die Frage nach der Beschaffenheil von K° Fihri iber den Rahmen
diesér Arbeit hinaus.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dafB der Zusammenhang zwischen
K° und den Casnap 'schen BestdligungsTunktionen ¢y dnteressant
ist. Mdglicherweise filhrt nimlich die obige Bedingung (%) aus-
gesprochen [iiv die Carnap'schen Oy {siehe {9.2b)) zu einer
Einschrinkung des zulissigen Parameterbereichs fiir das Carwnap'sche
X . Es sei allerdings bemerkt. da8 sich diese Eingrenzung fir
den CarnAP 'schen Parameter A  kaum analytisch wird ermitieln
lassen, sondern mit Hilfe eines Comwputers fiir spezielle Werte
vorr £ , B o, T durchgetestet werden miilite.

B4
Auch disse Pragestellung fiuhrt iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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J) Der Konfidenz-Test als Likelihood-Test

SchlieBlich wollen wir noch zeigen, wie sich der Konfidenz-Test

ale Likelihood-Test im Sinne von Hacking darstellen 188t.

Die A-priori-Hypothese ist das statistische Datum DB.

Die zu verwerfende Hypothese lautet H':= [O,hn-s] v [hn+e,1] '
Die Alternativhypothese ist H::i.hn—s s hotel .

Wir wissen, dal die Likelihcodfunkition

fn,rn(X)A: p, ({win {E,uw} = hotd

ihr Gewicht bei hinreichend grofem =n bellebig gut um den

Wert hn = rn/n konzentriert.

Bei vorgegebenem a und hinreichend groBem n existiert also

zu jedem x, 8aug H' ein x aus H , nEmlich % = hn , so
dall gilb: fn,rn(xo)/fn, (hn} < o .

T

Zu dieser Uberlegung ist allerdings zu bemerken, daB die Formu-

ilierung der Hypothesen H , H' von dem Beobachtungsergebnis hn

abhingt, auf Grund dessen zwischen den Hypothesen entschieden
werden soll. Ob das der Intention von HACKinG entspricht, ist
zweifelhaft. Aber anders ldBt sich der Kenfidenz~Test nicht
als Likelihood-Test darstellen.

a1

E) Die Uberpriifung ven Do und X

“a) Hacring betont, daB das statistische Datum nie etwas Letztes,

Unanfechibares darstellt, sondern ein wissenschaftlicher Ansatsz

ist, der der Uberpriifung fdhig ist.

Dies steht im Einklang mit unserer Komzeption K , die ebenfalls
aufgegeben werden kann.

Dz gtatistische Datum DB wird verworfen, wenn auf Grund der
Beohachtungen ein anderes Datum sichitbar wird, das "besser" mit

den Beobachtungen im Einkleng steht als Dy . 4

Der Likelihood~Test gibt an, wie diese Verwerfung eines statlstischen
Datums formal durchgefiihrt wird. '
Dasselbe gilt fiir die Konzeption K ; als Beispiel fihrten wir

in (5,2) die deterministische Konzeption K ., an.

b} Da wir hier keine Theorie von Wahrscheinlichkeltskonzeptionen,
unvertriglich mit der Kongeption K der Gleichartigkeit betrei-
ben wéllen, geben wir nur die folgende Regel an, die elne Yoer-
tragung des fiir Chancen konzipierten likelihood~Tests auf MaB-
funktionen darstellt:

Die Konzeption K wird auf Grund eines Ereignisses A ver-
worfen zu Gunsten einer Konzeption £ . wenn zu jeder MaB-
funktion m von K eine MalBfunktion myp von £ existiert,

so daf gilt: mK(A)/mK(A) < o ;i a mub dabel eine vorgegebene
"plausible"” Gride sein.

e} Um die in §5 durchgefiinrten Uberlegungen zu eridutern, be~
trachten wir den Fall, daf das obige Ereigris A von der fol-
genden Gestalt lst: 4 = {w: iﬁn(Eam) - hx(i.w)f > e o

“A sei nun eingetreten und es gelte dile obige Relation:

mK(A)/mK(A) < o . Dann wird die Korgeption K 2u Gungten der
Kongeption ® verworfen.

Es gilt nun weilterhin: mK(A) < 1/4He? fiir  n,r > N .

Die Zahl 1/40e? atellt die quantitative logische Wahrschein-
lichkeitsschranke dafiir dar, daB K verworfen wird, db. A ein-
tritt, obwohl K richtig ist. Diese Zahl 128t sich also als
logische Irritumswahrscheinlichkeit bei der Verwerfung von K

ansehen.




Im Allgemeinsn 1dB% sich jedeoeh eine solche logische Irrtums-
wahrseheinlichkeit nicht angeben, da das die Entscheidung zwischen
K und K erszecugende Ereignis A nicht von der obigen Gestalt
ist. Insbesondere ist das Breignis A nichit von der obigen Ge-
stalt bel der Entscheldung zwischen K und K von (5.2} ;

neu

bel Kneu konvergieren ehbenfalls die relativen Huufigkeiten,

so dafl das obige Ereignis A in diesem Sinne keine Entschei-

dung zwischen K und K = herbeifiihren wiirde.

(10.2) Verglsich mit dem System ven Kyasurs [Kv]

A} Das formale Sprachsvstem L

KvyBurg lezt seinen Uberlegungen ein formales Sprachsystem L

zu Grunde, das wir hier nicht ndher angeben wollen. Es soll

nur bemerkt werden, dal dieses Sprachsystem so reich ist, daf
gich der gesambe mathematische Apparat der Wahrscheinlichkeits-
rechnung darin formulieren 18Bt; auBlerdem lassen gich darin noch
gewlsse empirische Aussagen ausdricken, von denen wir einige

unter C) angeben werden.

B) Der Rationale Korpus

Als Rationalen Korpus bezeichnel KvBuRrRG eine Menge von Satgzen,
die als giiltig, - etwa von elnem Wissenschaftler - , akzeptiert
werden. Der Rationale Korpus soll dabei nicht nur Satze umfassgen,
die "definitiv® verifiziert sind, sondern auch SEtze, die von
hoher Wahrscheinlichkeit sind. Die Tatsache, dal der Rationale
Korpus auch S8tze enthElt, die nur sehr wahrscheinlich sind,
macht es schwierig, die logische Konsistenz des Rationalen Kor-
pus zu definieren. Wir geben dazu das folgende Beispiel:

Wir betrachien die Lose zu einer Lotterie. Es ist sehr unwahr-
scheinlich, dafl das Los Numusero &k gewinnt, dh., wir konnen

den Satz " das Los Nummere k gewinnt nicht ™ in unseren Ratio-
nalen Korpus aufnehmen und zwar fiir jede Nummer k . Die Xon-

junktion all dieser Sitze liegt jedoch nichit in dem Rationalen
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Xorpus, da ein Los mit Sicherheit gewinnt. Um konsistent zu sein,
darf der Rationale Korpus alsc nicht alle Folgerungen enthalten,
die man rein logisch aus ihm ableiten kann.

Die Komplikationen der Kvaymc'schen Theorie,die sich aus dieser
Eigenschaft des Rationalen Xorpus ergeben, wollen wir hier nicht
referieren; wir beschrinken uns in dleser Darstellung auf den
Hinwelis, dal der Begriff der Konzistensz des Rationalen Korpus

mit Sehbwierigkeiten verbunden ist und zu gesonderten Uberiegungen
AnlaB gibt, lber die wir aber hier hinweggehen.

0} Die stabtistigche Aussage

a) Ein fundamentaler Begriff in Kyauyrcs System ist der Begriff
der statistischen Aussage, abgekiirzt: S(x,y,ﬁ,p,q) ; dabei soll
x eine unendliche Folge von Mengen X, sein; die Menge %
igt dabei die Menge der Beobachtungsergebnisse nach n "Ver-
suchen™ . y ist eine ZufallsgriBe, definiert auf der Menge

U S b ist eine Borel-menge. p ., g sind zwel Zahlen

n 3
zwischen © und 1 . 8{x,y.b,p.,q) =s0ll heiflen:
Der Limes der relativen Hiufigkeiten der Elemente aus x nit
y-Werten in b flir n gegen Unendlieh liegt zwigehen p und g
in Formeln:

Michtigkeit der Menge { a: a € ¥ & yla) € b}
lim € [p:q]

Do Mdchtigkelt der Menge X,

b) Die statistische Aussage s:is 5{x,y,b,p,q) heifit giirker
als die statistische Aussage g':= &{x',y',bf,p',q'} Dbeziglich
des Rationalen Korpus w in der Sprache L , in Formeln

sStrw’Ls‘ , wenn gilt: [p.9l <« [p'a']

¢) Die statlstischen Aussagen s , s' differieren, in Formeln

At e R

sDifw Ls' . wenn giit: [p,a] & Ip'ya'l und (p'eg’'l & I[p,qi

d) Die Aussage s, L(s.x.y,b) besagt, daB die statistische
Aussage 5 die stirkste statistische Aussage des Rationalen

H
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Korpus w in der Sprache L ist bezliglich der Terme x ,¥ » b i
genauer: Jede Aussage 35{x,y,b,p'.q') . die in w -enthalten ist,
jst nicht stirker als s und s 18% nicht stdrker als eine aufler-

halbt von w liegende statistische Aussage S{x,y,b,p'.q'} .

D) Handomness

Ein wichtiger Bestandteil in Kysurss Definition der Wahrscheln~’
lichkeit ist der Begriff der Randomness. Dieser Begriff bezieht
sieh dabei auf die folgende Problematik:
Angenommen wir wissen, dal gilt a € Ux. auBlerdem gelte

n

st= S(x,y,b.,p,q) - Dann besteht fiir die Aussage y(a) € b
auf Grund der Relation s eine bestimmte statistische Infor-

mation. Jetzt kann es aber sein, daf der Rationale Korpus W

waiterhin die Aussage s':= S{x',y,b.,p'.q') enthdlt und aufler-
dem gilt a & U x; & dann ist es mbglich, daB auf Grund von

M :
s’ eine andere statistische Information flir die Aussage y{a) € b

basteht; vergleiche dazu {3.7d) . Diese Situatlon wird ausge-
schlossen, wenn die Aussage RANL(a,x,y,b,w} gilt, die wie

folgt definiert ist:

RANL(a,x,y,b.w) : me w ist ein konsistenter Rationaler Korpus
A "a € U x " € w
n
n
A 3 s(PSw'L(s,x,y,b)
A -3 x'(x'DL(a,x,y,b.w} Y] XISL(apxtysle)) g

Die Relation x'DL(a.x,y,b,w} v x'SL(a,x,y,b,w) besagt dabel

im Wesentlichen:

Wenn auf Grund von w die Menge 4] x: nicht Obermenge von
a4
I
Uoox ist und weiterhin 'a € U x‘n“ € w , dann gibt es
n n n
ein s'i= S3{x'.y.byp',q') in w , so daB:

H @l i 3
PSW,L(S xl.yeb) A (s StrW,LS v 3 lew,LS} .

Wir bemerken zu dieser Erlduterung der Relation RAN , daf wir
hier nur die wesentlichsten Grundgedanken wiedergegeben haben;
auf die gensue Definition kinnen wir hier nicht eingenen und

verweisen dazu auf KyBURG .

a5

E) Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit einer hussage y{a) € b im Hinblick
auf einen Rationalen Korpus w 1st bei Kvygurs das Intervall
In,q] der besliglich dieser Aussage schirfsten statistischen
Aussage, vorausgesetzt, dalB dis Relation RANL erfillt ist;
genauer:
probL{y{a) €Eb,w = Ip,ql dann und nur dann:

Es gibt eine Beobachltungsfolge

x RANL(a,x,y.b,w)

und

PS, p(8(x,yabipealdexiyab)

Dabei wird zundchst vorausgesetzi, daB der Rationale Korpus w
"strikt konsistent" ist und denn in einem weiteren Schritt die
Definition von probL auf inkonsistente Ratiocnale Korpus' er-

weitert., Darauf wollen wir jedoch hier nicht singehen und ver-

welagen auf KyBuURrRG.

F) Kritik des Svstems von KYBURG

a) In der fiir das System von Kysurs grundlegenden Definition

der statistischen Aussage wird die Konvergenz der relativen
Hiufigkeliten vorausgesetzt. Diess Voraussetzumg wird im Systen
von KvpUrg nieht fundiert. Kvaurg muBl eine Theorie voraussetzen,
die diese Bedingung liefert; dafilir kime eniweder die Theorie voen
Mises in Frage oder eine Theorie, die die KOLMOGOROFF-Axiome
liefert und diese Voraussetzung mit Wahrscheinlichkeit Eins
sichert oder etwa unsere Theorie.

Das System von KypurG liefert keinen Belirag szu der in ungerer
frbeit untersuchten Grundiagenproblematik,

b) Der Umstand, daB Kysurc nicht den Limes der relativen Haufig-
¥eiten Wahrscheinlichkeit nennt, sondern das bezliglich dieses
Limes im Rationalen Korpus w akzepiierte Konfidenzintervall,
hat soviel wie gar keinen Erkenntniswert, scndesrn stellt nur
eine neue Namensgebung dar.

Fiir die ZweckmdBigkeit dieser Namensgebung 188t sich anfiihren,
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daB man den Limes der relativen Haufigkeiten niemals kennf und
in der Praxis immer nur Konfidenzintervalle besziglich dieses
Limes vorkommen. '

Gegen diese Namensgebung 1408t sich anfiihren, daf es adiguater
erscheint, den Limes der relativen Hidufigkeiten als den objek-
tiven Grenzwert sller Konfidenszintervalle Wehrscheinlichkeit

zu nennen, anstait den Begriff Wahrscheinlichkeit aunf dis vom
jeweiligen Wissenstande abhingigen Kenfidenzintervalle zu rela-

tivieren.

¢} Die von Kygure elngefiihrte Wahrscheinlichkeitsrechnung mit
Intervallen ist mabthematisch komplizierter als diec Hechnung

mit einer %ahl; auBerdem beruht die Wahrscheinlichkeitsrechnung
mit Intervallen begriffiich auf der mit elner Zahl; sie ist da~

mit nicht nur mathematisch umstdndliich, sondsrn auch iberfliissig.

d) Zwischen dem Begriff des Rationalen Korpus und der Komzeptlion

K Tbesteht eine gewisse Anslogie. Die Kenzeption K sfellt aller-
dings einen wissenschaftlichen Ansatz dar, der unter gewlssen
Eedingungen gegeben ist, jedoch der Uberpriifung durch Beobach-
tungen fihig ist. Dagegen ist der Rationale Korpus die Klasse
aller akzeptierten SHtze; darin geht bereite der Wahrschelnlich-
keitsbegriff ein, wihrend in unserer Theorie der Wahrscheinlich-
keitsbegriff erst aus der Konzeption K entwickelt wird.

@) AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, dal es mir trota
intensiver Bemiihung nicht gelang, zu elner vollen Klarhesit zu
kommen, was die von KyBurc eingeflihris, in D} skizzierte
Definition der Relation RAN und deren Funktion im welteren
hufbau des Kysuwrg'schen Systems betrifft. Ich filhie mich aufer-
stande den wissenschaftlichen Wert szu beurteilen, den die Ein-
fikrung der Relation RAN fiir das unter D} skizmzierte, an
sich wissenschaftlich interessante Problem besitzt.

a7

{10.3) Vergleich mit dem System von SCHNORR  [Scr ]

A) Ziel des Systems von SCHNORR
Das System von ScHnore beruht euf dem Ansatz ven Mises.
SoHnORR hat sich dabei die Aufgabe gestellt, das Regellosigksit-

prinsip von Mises zu prédzisieren. Bekanntlich ist die Formulierung

des Regellosigkeitsprinzips von Myses widerspriichidch.

Die Verbeéserungen des Regellosigkeltsprinzips von Wan0d , CHURCH

und andersn lassen diess Widerspriichlichkeitl swar veschwinden,
fihren aber zu dem inadiquaten Brgebnis, daf die so definierten
Zufallefolgen dss Geselz vom iteriarten Logarithmus nicht er-
fiillen. Das ist der Ausgangspunki der Uberlegungen von SCHNORR,
Wir wollen das genauer ausfithren:

B) Die bisherige Theoris

a) Wir beschridnken uns der EZinfachhelt halber auf ein BirnOuLL!-
Experiment mit den beiden mbglichen Hrgebnissen 0, 1

X:= {0 , 1} ist die Frgebnismenge zu diesem Bxperiment.

Wir betrachien unendliche Folgen {Wiederholungen) des BrrNOULL: =~
Experiments: die Ergebnismenge dazu bezelchnen wir mit A

5 EX ¢ d5k g = PEPYITRE mit 7€ ¥ . X¥ bezeichne die

Menge aller endlichen Folgen von Elepenten aus X .

A € X bezeichne die lesre Folge.

Zu 2 € X7 sei =z(n) die Anfangsfolge der Linge n .

Die Aneinanderreihung einer Folge x € X* und ¥€ X¥y 1
wird als Produkt xy geschrieben. Dies implisiert in natiirlicher
Weise ein Produkil ABg % von Mengen A& X¥ und Be X .

b) Unter einer Augwahlregel verstehen wir sine Abbildung
& : X¥ + {0, 1} .

Einer Auswahlrsgel ¢ ordnen wir in eineindeutiger Weise eine

Abbildupg & @ X* -+ X¥ wie folgt azu:

§{A) = A

e (xia sofern &{x) = 1
o(xa} = | fiir alle x € %% , u € X .
${x} gonst




a8

Weiter ordnen wir einer Auswahlregel ¢ eine partielle Funk-
tion ® : X » X7 wie folgi zu:
Der Pefinitionsbereich D(%) sei gegeben durch

D{F):= {2z ¢ X" Die Folge #{z{n)) bricht nicht ab fir n » = ] .

Fiir z € D{¥)} definieren wir dann {z) wie folgt:
T(z) g ¢{z{n))x” fir alle = & N .

c¢) Ein Kollektiv iiber X ist eine Folge % £ X . fir die ss

gin normiertes MaB u auf der Potenzmenge von X gibt, so
daf fiir alle Auswabhlregsln $ mit 5 € D(§)  giit:

n
iim nTl % §lz); = w(t) .

oo i=1

pu{1) heiBt dann die Wahrscheinlichkeit won 1 Tbeziiglich des

Kollektivs 2 .

Es gilt nun der bekannte Sata: _
0 < u{1) <1 = Es gibt kein Kollektiv.

d} Zur Existenz von Kollekiiven gelangen wir, wenn wir die Klasse
der moglichen Auswahlregeln einschrénken
Sei A eine Menge von Auswahlregeln ¢ und u  ein normiertes
Ma auf der Potenzmenge von X . Dann heift z € X ein .
Kollektiv zu 4 und u , wenn fir alle & € A4 mit 2z € D{§)
gilt:

1

lim n” £ Ble)., = u(1) . &(A,u) sei die Menge aller Kollek~
e 3 =1 -

tive su A und U .

Es gilt nun der folgende von WaLp [W] stammende Satz:

Fiir jedes abzdhibare System 4 von Auswahlregeln gilt:

& (A.u) hat die Mschtigkeit des Kontinuums; genauer gilt:
3(65(4,9)) = 1 ; dabei ist W das unendliche ProduktmaB zu
p iiber X°

Clim
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e) Das Gesetz vom iterierten Logarithmus lautet fir unseren

Fall {BerwouLLi-Experiment) z

n
Loz - null}
[EIR GEETT ilimmm—:::::— = H1 o= 1
n+o  DvZnloglogn

dsbei iat D die Streung der Zufallsvariablen, in unserem Fall

p o= VA1) - ur(1) .

Das Gesetz vom iterierten Logarithmus 188t erwarten, dal fur
jedes Rollektiv z €X° die folgende Relation erfilllt ist:
n

£ oz, - nu(t)

e i =1

lim, ———rrrinn = 4.1 .
e’ D/InTeglopn' Ea

hus einem Satz von ViLLE [V] folgt Jedoch, daB es bel jeder
abzihlbaren Klasse A von Auswahlregeln ein EKollektiv

.z € #(4,u) gibt, so dab gilt:

n
Ty - nu{1}
i=1 7 = 0,

N WEnlogliogn'

Aus diesem Grund entwickelt SchnorRr eine schirfere Theorie

der Zufallsfolgen, so dafl die obige Relation erfillt ist.

C) Hyperzufillige Folgen

a) Wir sebtzen in diesem Abschniti voraus, daf  ulP{X) die
Gleichverteilung ist, dh. (%) = 1/2 . T sei dabei wieder
das ProduktmaB éber X~ . Seil Ae X* ; dann bezelichnei
Al e ¥ die Zylindermenge in ¥® zur Basis 4 .
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o a r ] 3 -
b} A& X iat eine rekursive Nullmenge, wenn es eine

rekursiv aufzihlbare Menge Y & NxX# gibt mit

(1) E[Yi] < 27t fiir alle 1 € N,

(2) ¥s 0 I¥,1 , Y= ix € X¥ ¢ ld,x) € ¥
¥ heifit ein kursiv (=) i zu ¥ .

¢) Batz: Es gibt einsn rekursiven Sequentialtest U&£ ES SN
so dab es zu jeden rskursiven Sequentialtest IS NxX¥*  ein
k €N gibt pit (Y, 1& [0,1  fir alle 1 €N,

Fin solcher rekursiver Seguentialtest heift universell.

fst U ein universeller rekursiver Seguentialtest, dann ent-
hilt A= 12 N [HiE jede rekursive Nullmenge.

WU heillt die universelle rekursive Nullmenge.

d) Definition: Die Folgen in &, := X° - #; heiBen hypersufilig.

Fs gilt: u(d = 1

)

D} Zufdllige Folgen

a4} Eine Tunktion f: M > R heiBt berechenbar, wenn es eine
rekursive Punktion g: NxN = 2  gibt mit. [£{n) - gln,1){ < 27+,
fir alle i , n e N .

Diese Definition 2ilt wie iiblich in der entsprechenden Weise
fiir Funkbtionen £: ¥ + R, wobei ¥ eine ohne Wiederholungen
affektiv aulzihibare Menge ist.

Fine reells Zahl r heilt berschenbar, wenn es eine rekursive

AT e i oA

Purktion h: M + ¢ gibt mit [h{i) - r| £ 277 fiir alle i€ N .
b} Definition: Ein rekursiver Sequentialtest ¥ @ MxX¥
heifBt total rekursiv, wenn durch fln)e= ﬁ[Yn} aine berechsn=-
bare Funktion f: N » R definiert wird., Eine Menge
Ve Hoi= 0 [Yi] keift dann eine total rekursive Nullmenge.
i - E }‘i
1 h
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¢) Definition: Eine Folge =z €X  heilBt zuf#ljiig, wenn sie
in keiner total rekursiven Nullmenge enthalten ist.

£ = 3 sei die Menge aller zufdlligen Folgen.

BEs gilt: ﬁh e & und somit &y = 1.

E)} Das Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystenm

a) Fin Spiel £0ll gegeben sein durch zwei Funktiecnen
Bi: ¥ + gt s 2 =0, 1 3 R*  sei die Menge der nicht negativen
reellen Zahlen. Bi(z1"°zn) hedeute den Finsatz nach Kenntnis

der Glieder By el auf das FEreignis Zopp =L e

Die Eingatsfunktionen B, erzeugen aus einem Anfangsvermigen via}

"eine VermBgensfunktion V: %% » R . Dabeil bezelchnet V(z?,,.zn)

das Vermigen nach dem Ergebnis Byenay - Dag Vermogen dndert sich
von der n-ten zur (n+i)-ten Spielrunde wie folgh:

i .
{2éz - 1)Bi(z1A°.zﬂ} H

(4} V(z1...zn+1} = V(zi...zn) +
n+l

p
. 1=0,1
éi ist das Kroneckersymbol.
Die Auszehlungsbedingung {4} bedeutet, daB der Spieler den
doppelten Einsatz erhilt, den er auf das eintretends Zreignis
gesetzt hat, wihrend der auf das nicht eintretende Ereignis

gesetete Betrag verloren geht.
Hierasus folgt fiir das Vermdgen V die Funkiionalgleichung:

(M) vix) = 27 '(x0) + 27 Nvix1) , xe€ ¢
Funktionen V: X% » B mit der Eigenschaft (M) heifBen Martingale.

Satz: Jedes Martingsl wird von geeigneten Elnsatzfunktionen

aus einem AnfangsvermSgen V{A) erzeugt.

Definition: EBine Funktion F: X% » R heilBt subberechenbar,

wenn es eine rekursive Funktion g: HxX¥ + @ gibt mit
(1) eg(i,x) < g{i+i,x) fir alle 1 €M , x€ X¥ ;
(2) 1im gli,x} = F{x)

3 oo

Es gilt jetszt der folgende

Satz: Eine Folge 2 € X% ist genau dann hyperzufallig, wenn es

kein subberechenbares Martingal gibt mit Tim ¥{z{n)) = =
Il
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b} Unter einer Ordnungsfunktion verstehen wir eine rekursive,

monotone und unbeschridnkte Funktion h: N+ N .

el f: H + R eine Funktion, dann sagen wir, die Folge
{f{n) * n € M) wachse mit der Ordnung h , wenn

Tfw (£{n) - nlnl}) > 0.

N 3w
Gibt es mu f eine solehe Ordnungsfunktion h , so schreiben

wir abkiirzend: kiim fin} = =
I oo

Satz: Eine Folge z € X igt genau dann zufdllig, wenn es kein
berechenbares Martingal V gibt mit Kiim v{z{n})}

[

oo -

F) Allpemeines MaR u

a) Die obigen Ubsrlegungen lassen sich in natiirlicher Welse auf
beliebige berechenbare MaBse uiP{x) iibertragen.

Etwas schwieriger ist die Pefinition der Zufallsfolgen bei nicht
berechenbarem u . Wir wollen die formale Struktur der SCHNORR'-
schen Uberlegungen zu nicht berechenbarem u darstellen; auf

die genaue Definition wollen wir jedoch hier nicht eingehen.

) Scunorr definiert zundchst einen verteilungzsunabhingigen
(kurz: v.u.) rekursiven Sequentialtest ¥ ¢ NxX* , der ohne

Bezug auf ein bestimmies Mal pn eingefihrt wird.

Eine v.u. rekursive Nullmenge wird dann analog wie oben definiert.

Fiir jedes Produktmal gilt nun: H(ﬁY) = 0, wenn #y eine v.u.

rekursive Nullmenge darstellt.

Fs existiert nun wiedsr eine universelle v.u. rekursive Nullmenge.

¢} Weiterhin definiert Scunorr einen v.u. total rekursiven
Sequentialtest.
Sei af die Menge aller Zufallsfolgen zu dem berechenbaren

u
Mafl p . Dann gilt: =z £ éli dann und nur dann, wenn

{1) 2z liegt in keimer v.u. total rekursiven Nullmenge:

1
(2} lin 2t T oa, = (1)
o i=
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@) Als Menge # der biniren Zufallsfolgen definlert ScenoRRm
die Menge derjenigen Folgen, die in keiver v.u, total rekursiven
Hullmenge liegen. Zu beliebigem Mal u definiert ScwnorRr wie

folgt die Menge dﬁi

n
£ -ise £ 1inn” zoag o= e

iT oo i

Bs gilt: 1 = (&) = MR

Damit ist die Definition der Zufallsfolgen von 5¢cHMORR abgeschlossen.

Laut ScHnorr erfiillen die Zufallsfolgen & das Gesebtz vonm

iterierten Logarithmus.

) Kritik des Systems von SCHNORRE

a) Wie schon zu Anfang bemerkt, stellt das System von SCHNORR
die Ausarbeitung des Systems von Misgs dar.

Die von uns an der Theorie ven MiSEs gelibte Kritik ilbertrigt
sich w@rtlich suf das System von SCHNORR: Siehe dazu auch den
folgenden Abschaitt H) .

b} Man k8nnte zundchst meinen, dad ScunNORR in seiner Definition
der zufdlligen und hyperzufdlligen Folgen den Maflbegriff voraus-
getzt. Wie jedoch die Charakterisierung der ScHnORR schen Folgen
durch dag Pringip vom ausgeschlossenen Splelsystem zeigt, gibt
@s eine Definition der Zufalisfolgen, die vom MaBbegriff unab-
hingig ist; der Mallbegriff spielt nur eine heuristische Rolle.
Die veon Scruwoprr durchgefiibrte Begriffsbildung der zuf@liigen

und hyperzufiiligen Folgen kann im Hinblick auf sein Prinzip

vom ausgeschlossanen Splelsystem als eine wertvolle Erkenntnis

gelten.

e} Wir wellen hier noch bemerken, daf der Vorschlag von CHURCH
(siehe {Cn 1) . als Auswahlregeln die rekursiven Funkiionen zu
wihlen, nicht ausreicht. Man mul weiterhin fordern, daf die durch
Experimente definierten Auswahlregeln den Limes der relativen
Hiufigkeitern invariant lasseni Beispiel: Wir machen dle Auswahl

des n-ten Glieds einer Folge von Experimenten davon abhingig,
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ob eine von uns geworfene Minze auf den'Kopf fd11t cder nicht.
Da die in dieser Welse von der Menscheilt festlegbaren Auswahl-
funktionen ebenfalls alg abzihlbar snsusehen gind, 188% sich
gendl dem WaLp'schen Satz der Ansatz von Mises retten.
Allerdings miiBte ScunorRr in seiner Definition der Zufallsfolgen
diese Problematik auch noch berlicksichtigen, was jedoch nicht
der Fall ist.

H} Scynogrs Kritik an dep System von KOLMOGORQFF,

a) SCcHNORR iibbt am System von Koimogororr die folgende Kritik:

% Das Axiomensystem von KoumOGORrOFf hat sich nicht zuletbzt
wegen geiner syntaktischen Einfachheit gegeniiber anderen Vor-
stellungen durchgesetszt., Inhaltlick jedoch sind diese Axiome
wohl weniger einfach. Die Wahrscheinlichkeit p{A) bedeutet
soviel wie den Grad der GewiBheit des Ereignisses A . Dieser
Grad der GewiBhelt eines Breignisses wird als eine jedem Er-
eignis gukommende Grundeigenschaft aufgefadt, dhnlich dem Ge-
wicht, der Ausdehnung und der Farbe von Krpern. Man wird sicher-
lich zugeben, daf der Grad der GewiBheit, sofern er sich nicht
dureh einfachere Begriffe erliutern 13B%t, nicht sehr anschau-
lich ist, Z.B. ist es unklar, was der Grad der GewiBheit 1/2
fir ein einmaliges Erelgnis bedeutei. Die Interpretation des
Wanrscheinlichkeitabegriffs, sc argumentiert man, liegt eben
auBerhbaldb der mathematischen Aufgabensitelliung. Dennoch legt
man implizit meist die Vorstellung zu Grunde, daf Erelgnisse
mit einem hohen Grad der GewiBheit hdufig auftreten, wihrend
solehe mit einem kleinen Grad der GewiBheit recht selten sind.
Diese mebhr anschauliche Interpretation der Wahrscheinlichkeit
kommi aber in den KoLmosorROFF 'schen Axlomsn nicht zum Ausdruck.

5ie kann daher auch nicht aus ihnen zbgeleitet werden., ¥

b) Zu dieser Kritik bemerken wir zun#chst, daB die KoLmMOGO~-
rorr'sche EriButerung der Wehrscheinlichkeit als Grad der
GewiBheit tatsichlich etwas vage ist. KoLMOGOROFF gibt ndEmlich
nur die folgende Konseguenz an: Wenn p{A) nahe bei Eins liegt,
ist der Eintriiti von A als praktisch sicher zu betrachien.

Dies ist in der Tat nicht sehr prizis.

¢} Wir pilssen jedoch der Behauptung ScHunorrs widersprechen,

dafl die Hdufigkeitsinterpretation in den KoLmocororf 'schen
Axiomen nicht enthalten ist und folglich richt daraus abge-
leitet werden kann. Tatsdchlich werden die Koumogororr 'schen
Axiome tber die Hiufigkeitsvorstellung motiviert.

AuBerdem scheint uns das schwache und starke Gesetn der groflen
Zahlen die Ableitung der Hiufigkeitsinterpretation zu gewdhren.
in diesen Gesetgzen ldft sich nimlich die von KOLMOGOROFF vorge-
rommens, unter b) zitierte Interpretation einer hohen Wahr-
scheiniichkeit als praktische Sicherheit durchfiihren und er-

gibt die von ScunorRR beschriebene Hiufigkeitsinterpretation,

auch wenn Scunorr diese Hiufigkeltsinterpretation dem Koumoco-
rOFF 'schen System abspricht.

Die von uns formulierte,gewisse erkenntnistheoretische Zikulari-
tat der Kowmosorofr -Theorie scheint uns die Mingel dieser Theorie
prégnenter zu erfassen als die etwas vagen Ausfiihrungen von SCHNORR,

d) Wir wollen feststellen, dal die Scunorr'sche Kritik an der
klassischen MaBwahrscheinlichkeitstheorie gegeniiber unseren

System nicht verfidngt. Die von uns eingefiihrie quantitative
logische Wahrscheinlichkeit, bzw. die quantitativen logischen
Wahrscheinlichkeitsschranken besitzen in ihrer Interpretation

als faire Wettquotienten, bLzw. als lopisch delerminierte Schranken
fiir faire Wettquotienten eine prédzise Bedeutung, die den Aspekt
der Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie, n&mlich die Ent-

scheidungstheorie, voll erfafii.

e) Im fOegenteil miissen wir darauf hinweisen, daB die ScunORrR 'sche
Theorie erkenntnistheoretiseh unvollstidndig ist und insbescondere
die Reduktion des von S5CHNORR attackierten Begriffs der Wahr-
scheinlichkeit als Ma8 der GewiBheilt auf den Hiaufigkelisbe-
griff nicht mbglich ist. - Wie schon in unserer Kritik des Systems
von Myses bemerkt, 1H8%t némlich das System von ScHmorRR keine
Aussage iliber die Geschwindigkeit der Konvergenz in einem Kollek-
tiv szu und bleibt damit ohne jede praktische Relevans,

Das Gegenteil der SounoRRr'schen These ist der Fall: Der Begriff
der Wahrscheinlichkeit ist genuin zi definieren als Mafl der Ge-
wiBheit, etwa prédzisiert als fairer Wettquotient, und 1dBt sich
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niecht auf "definitive™ Gegebenheiten, wie etwa einen Limes im
Unendlichen reduzieren.

Der Hiufigkeitsbegriff, wie ihn Miscs oder SCHmMORR ausfibren,
bleibt unbrauchbar ohne ein zusitzlichss Axiom, das den Limes

der relativen Huufigkeiten als MaB der GewiBiheit kennzeichnel,
prizisiert etwa als fairer Wettquotient.

Wie schon in unsersr Kritik am System von Mises bemerkt, ist ein
solches Axiom nur auf der Grundlage deg Begriffs der Gledchartig-
keit mbglich; wie gezeigt, geniigt dann dieser Begriff zusammen mit
dem irreduziblen Begriff der Wahrscheinlichkeit als MalB der Ge-
wiBheit, prdgisiert als fairer Wettquobtient, um alles abzuleiten,
was man haben will; dies wollen wir im folgenden Abschaitt noch

belegen.

I) Der 7Zusammenhapg mit unserem System

Wir wellen abschlieBend noch darstellen, wie sich das HRegel-
losigkeitsprinzip in unserem System ausnimmi, welche Stellung
wir dem Gesetz vom iterierten Logarithmus szuweisen kinnen und

welche Bedeutung die SCHNORR 'schen Folgen haben.
a} Wir wollen zundchst die Ergebnissekvon {(3.1) rekaspitulieren:
Wir wihlen eine beliebige, feste Realisierungsfolge {Ai} mit

Ai € A . hﬁli}(E,w) selen die relativen Hiufigkeiten in dieser Folge.

1lim h{Ai}(E,m) , sofern dieser Limes existiert

Dann ist p{f,w):= {n>= 7

0 gonst

definiert, sowie die Zahl PIEY = plE,0) begrifflich featgelegt.
Es gilt fiir eine beliebige Folge (1]} :

1etton AN (0 > ) = 1, M@ s e <

Fir eine abzdhlibare Klasse F von Folgen {A{} gilt:
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{w: héli}(ﬁsm) + p({E,w}l} = 1

A My e <1
€

b) Wir betrachten eine Folge {A;} wund dazu eine Auswahlregel
Die Auswahiregel ¥ erzeugt aus (A,;] abhinglg von w sine
neue Folge fkii = 3{{Ai},w) . Fiir ein abzihlbares System A
von Auswshlregeln gilt dabei gemdB dem WaLD 'schen Satu:

PX(E %.a {w: hf({ki}’ )(E,m) > x}) = 1 .
Daraug folgt, wegen p {{w: plf,w) = x}) = 1=
R A hs{{ki}’wJ(E.m) + plE.wll) = 1.

[

Durch Integration dieser Glelchung nach d¢ ergibt sich:

G S R LR ) o I
& £ A4

TR T A E AL TS WP YIS PP IR
¢ g A

Das auf eine abzihlbare Klasse von Auswahlfunktionen reduzierte
Regellosigkeitsprinzip gilt also in unserem System mii quanti-

tativer logischer Wahrscheinlichkeit Eins,

c} Fiir die Klasse é? der bindren Zufallsfolgen von SCHNORR
gilt nach F) @ prég) = 1 . Daraus folgb:

1,68) =1, baw. 1, &R = 1.

Die Aussage, daf in der Realitdi eine ScHnoRR'sche Folge vor-
liegt, hat also in unserem Systenm die quantitative logische

Wahrscheinlichkeit Eins.

o4
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d} Bechlieflich wollen wir noch die Stellung des Uesetzes vom
iterierten Logarithmus in unserenm System betrachten.

Das Gesectp lautet:

nhn(E,m) - nx

px({miilim‘ = fiij) = 1
i e - -
Pm'vamxzf2nloglogﬂ
Daraus folght, wegen px({m:p([,m) = x}}) = 1

{ . o () - npll,w)
px{i"ﬂ:‘ll.‘f-}““" - + 1}) = 1.
et - v &3
p(f,w) - p(E,w)*/InToglogn

Paraus folgt durch Integration nach d¢ und Ubergang voa der
statistischen Wahrscheinlichkeitsfunktion zur statistischen Wahr-
scheinlichikelt:

_ nhnfi) ~nP{L}
lw( Ilm’ = % 1) = 1

e, i
VP(LY - PO EVERTGETbE

Das Gesstzvon iterierten logarithmus gilt also in unserem System

mit gquantitativer logischer Wahrschelnlichkeit Eins.
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§11  SCHLUBBEMERKUNG

Der Grundbegriff der vorliegenden Arbelit war der Regriff der
Konzeption K . Alls weiteren fundamentalen Begriffe ergaben

sich durch sukzessive "Ableitung" aus dem Begriff K ; zundchet
der Begriff der auf Grund von K bestehenden kemparativen Struk-
tur “SK" , dann daraus der Begriff der mBglichen MaRBfunktion
L K , darsus wieder der Begriff lK der gusntitativen
logischen Wahrscheinlichkeit, so wis der Begriff der gusntita-
tiven logischen Wahrscheinlichkeitsschranken.

Dasz Brgebtnis der vorliegenden Arbeit bestand im Wesentlichen

in der folgenden

These: Aus der Konzeption K der Gleichartigkeit folgt das
statistische Verhalten der Phinomene:; insbesondere 18t
sich auf Grund der Kongzepticn der Gleichartigkelt ein
Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit F defli-
nieren. Es besteht zwar keine logische GewiBheit auf Grund
von K , jedoch eine damit prakiisch gleichwertige, als
abeolut zu bezeichnende Sicherhelt, daf P alle von demn
Begriff der ptatistischen Wahrscheinlichkelit Ublicher-
weigse gewlinschten Eigenschaften hat, etwa, dall P addi-
tiv ist, oder daB die relativen HHufigkeiten gegen P
konvergieren, etc,

Die Konzeption K isi dabel nichts Absclutes, sondern
ein wissenschaftlicher Ansata, eine Oberhypothese, die

sich durch Beobachtungen liberprifen 1d8%.

Wie schon im Verlauf der Arbeit mehrfach bemerkt, sind die oben
genannten Begriffe und die damit gefilhrten Untersuchungen in
hohem MaBe erweiterungsfihig. Diese Erweiterungen sollen elinem
im AnschlufB an diese Dissertatioen verfaften Buch vorbehalten
bleiben, - Dabei sind, zusdtzlich zu den schon gegebenen Hin-

weisen, unter anderem die folgenden Punkte ins Auge gu fassent




100

(11.1) Die o-Additivitdat von P

Untersuchungen zu der Aussage
lK( P iat ein Ma auf & ) = 1,

fiir den Fall, dafl der Definitonsbereich & wveon P , der

g-Korper £ der miglichen Ereignisschemata zu dewm experimentellen.

Schema B , niecht endlich ist.
Die obige Aussage ist Hquivalent zu der folgenden Aussage:

lK({w= p{ZAipw} = Ep(Ai,w) fir alle Ai €& 1} = 1.

Die Untersuchungen zu dieger Aussage erscheinen schwierig.
Sofort ebleitbar auf Grund der Konzeption der Gleichartigkels
ist im Hinblick auf (3.1) und die o-Additivitit der relativen

Hiufigkeiten die folgende Aussage:

1K({m: p(ZAi,m) = Zp(Ai,m) 1) = 1.

{11.2) Genauer Bezug zu anderen Wahrscheinlichkeitssystemen

Ausarbeltung des genauen Bezugs zwischen den hier definierten
Begriffen P ’th , ete. und den Begriffen von RicaHTeErR , wie
objektive Wahrscheinlichkeit, Glaubwiirdigkeit und (hance.
Genaue Klarung der lnterschelidung Wahrscheinlichkeit1 und
Wahrscheinlichkeit2 von Carnap, Genauer Bezug zu dem Sysiem
der objektiven Wahrscheinlichkeit von KolLmMOGQROFF,

{11.3) Untersuchungsn zu nicht gleichartigen Konzeptionen

Etwa Untersuchungen zu stationdrsn Folgen, zu MARKOFF ‘schen
Prozessen, zu Konzeptionen,flir die mit guantitativer Wahr-

scheinlichkeit Fins die Myses-Axiome erfiillt sind, ete.

{11.4) Unkehrsatz zur statistischen Wahrscheinlichkeit

Umkehrung der oben gegebenen These in dem Sinn, daB sich nur
unter der Voraussetzung der Konzeption der Glelichartigkeit eine
gtatistische Wahrscheinlichkeit P definieren 18B%t; siehs dazu
Seite 57 .
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{11.5) Spezialuntersuchungen zur Theoris von CARNAP

Spezialuntersuchungen zu den Konzeptionen KC , der von CARNAP
erarbeiteten Bestdtigungs- wund MaBfunkiionen: etwa Ermittlung

von L und 1 .
K. K.
a} Insbesondere Untersuchung von K, » der glelichartigen
A

Kenzeption der Carnap 'schen m, ~Funktionen; siehe cy .

b} Untersuchungen zu den verschiedenen nicht gleichartigen
Konzeptionen KG , der von Carnap erarbeitaten,in [C'}
und [C''} verdffentlichten Mal- und Bestiditigungefunk-

tienen M . C .

{11.6) Spezimluntersuchungen zur Quantenmechanik

Spezielle Entwicklung der obigen Theorie fiir die Quantenmechanik,
wobei das besondere der Quantenmechanik ist, daB der zu dem Ex-
periment B{X}) gehdrende Ereigniskirper VY(A) ein quanten-
mechanilscher Verband, aber keine c-Algebra ist.

Zu der in dleser Arbeilt berelts behauplteten Giltigkeit unserer
Theorie fiir die Quantenmechanik und insbhesondere fiir das ge-
brachte Photonenbeispiel bemerksn wir das Folgende:

Die in §3 gemachten Aussagen, etwa dis Aussage,

lK{hn(E) + P{E}) = 1 s

ergeben sich auch fir die Quantenmechanik aus der vorliegenden
Arbeit, - Zur Ableitung dieser fAusegagen,- vom Additicnssatz ab-
gesehen, den wir hier ausklammern wellen -, benCligen wir ndm-
lich nur den folgenden Produkt-o-Korper

K(E):= iX{E(A),‘E‘(A),G,sz{A)} .

der auch quantenmechanisch immer sinnvoll ist, vorausgesetzt,
daf E(x} und F(A) quantenmechanisch sinnvelle Aussagen dar-
stellen.

Spesiell fiir das Photonenbeispiel ist A= N die Folge der
gleichartig polerisierten Photonen und E{n) , bzw. E(n)

das Ereignis, daB das n-te Photon das Filter passiert, bazw.

nicht passiert.
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in dem Phobtonenbeispiel wurde illustriert, dal gich in der
Quantenmechanik die Konzepiien der Gleichartigkelit mit be-

sonderer Stringenz erglbt.
Nur wenn wir analog zu (11.1}) ganz allgemein flr die Quanten-

mechanik die Frage untersuchen:
i 0P ist o-additiv auf ¥ } = 1

wobei V der Verband der mbglichen Ereignisschemata zu dez ex-
perimentellen Schema B der Quantenmechanik ist, ergibt sich
die angedeutete Notwendigkeit von Spesisluntersuchungen fir

die Quantenmechanik.

(11.7) Untersuchungen zum Humg 'schen Problem

a) Zur Charakterisierung des Hume 'schen Problems, dh. des Pro-
blems des induktiven Schliefiens, legen wir die Arbeit von
STegmULLER  IST1 zu Grunde, auBerdem verwelse ich auf aeine
Diplomarbeit {HO] , in der die Problematik induktiver Schlisse
an den Systemen von Carnar und RjonTer dargestellt ist.

Das Hume 'sche Problem 188t sich entsprechend {571 dadurch
charakberisieren, daB gemdd der Humre 'schen Argumentation ein
Schlufl vom Beobachteten auf das Unbeobachtete nicht mdglich
ist.

Logisch ist ein sclcher Schlufl nicht mobglich, die Heranziehung
von Prinziplen, wie etwa des Uniformitdtsprinzips, involvieren
einen erkenninistheoretischen Zirkel oder unendlichen Regrel
und Wahrscheinlichkeitsschliisse auf Unbeobachtetes sollen zu-
mindest laut HumME auch nicht mdglich sein.

Wir wollen zundchsi an einem Beispiel illustrieren, wie sich
im Rahmen unserer Begriffsbildungen eine gewisse Ldsung des
Hume 'schen Problems ergibt, nimiich des Schlusses vom Beo-
bachteten auf das Unbeobachtete, zwar nicht in Strenge, abser
doch mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit.

b) Fiir eine Ereignisgesamtheit £={E(X} : A & A} gsei die
Konizeption K der Gleichartigkelt vorausgesetzi,

AuBerdem treten nur "deterministische? Beobachtungen auf, dh.
g8 gelte stets: hn(E} =1,
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Dann ergibt sich aus dem Analogon zur BErRNOuULt! 'schen Ungleichung:

me I - PEY] <€) 2 1 - T/dnet .

Daraus 188t sich durch eine hinreichende Anzahl n von Beobach-
tungen eine beliebige Sicherheit erszielen, so dal gilt:

PLEY > 1 - & .

Auf Grund soclcher Beobachtungen kénnen wir deshalb von der Kon-
zeption K zu der Konzepbion Ky = K & (F(E) > 1-8)
gendB (1.10} ibergshen.

Eine kurze Uberlegung zeigt: Auf Grund der Konzepiion X, __

gilt: ny (E(Ao)) > 1 - ¢ im Sinne einer quantitativen
1~e

logischen Wahrscheinlichkeitsschranke auf Grund von K1_€
E(AO) ist dabei ein beliebiges unbecbachtetes Ereignis aus [ .
Zusammenfassend 18Rt sich also sagen: Auf Grund der Komzeption
der Gleichartigkeit 1d8t sich durch hinreichend viele Beobach-
tungen'eine beliebige Sicherheit errsichen, um das unbabachiete
Ereignis E(lo) zu prognostizieren, falls alle beobachietsn

E{}) eingetreten sind. ¥*}

Damit ist das Hume 'sche Problem einer gewissen Ldsung zugefilhri.
Diese Lisung ist nicht absolut, da die Kongzeption der Gleich-
artigkeit nichts Absolutss ist, sondern ein wiggenschaftlichser
Ansatz, der auch aufgegeben werden kann.

Die Koﬁﬁeption K stellt eine Art ven Uniformitdtsprinzip dar,

auf Grund dessgen das Hume 'sche Problem 1dsbar ist. Welche Stellung

wir diesem "Uniformitdtsprinzip®™ K z2umessen wollen, soll unter

g) diskutiert werden.

¢c) Es soll allerdings bemerkt werden, daB eine absclute Losung
des Hume 'schen Problems unmdglich erscheint und nur Losungen

unter gewissen, nicht als absolut zu bezeichnenden, moglicher-
weige ganz verschiedenartigen Voraussetzungen angestrebi werden

kdnnen.

*} Gemdf (10.1I) wird diese Uberlepung als objektivistisch be-
zeichnet: die gemif (10.1I) bestehende subjekiivistische Ent-
sprechung wird hier nicht dargestellt.
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Die Kongeption der (Gleichartigkeit scheint dabei eine besonders
einfache, fundamentale und hiufige Voraussetgung zu sein, unter
der das Hume 'sche Problem, wie oben asusgefihrt, als losbar er-

scheint,

d4) Eine absolute Ldsung des Humg 'schen Problems, ohne irgendwelche
Voraussebuungen erscheint ung unmdglich und zwar nicht nur in den
Sinne, wie in IST] als theoretisches Problem definiert, was die
Bewdhrung von Theorien im Sinne Poepirs {eishe 1P)) betrifft,
sondern auch des gemidf in [Sr1 als Problem des induktiven Ré-
sonierens definierten Problems, dh. der Bntscheidung unter Risiko
oder explizit geasgt, der Angabe von fairen Welttguotienten fir
unbacbachtete Ereignisse.

Zur Illustrierung dieser These ssi das folgende Ergebnis meiner

Diplonmarbeit referiert:

e} Das BSystem von RicuTer [R} versucht in der folgenden Weise
das Hume 'sche Problem zu 18sen: Besliglich einer Tingierten Si-
tuatlon des absoluten Nichbtwissens ist auf den konzlplerten
Hypothesen in dieser Situation eine dieses Hichtwissen repré-
sentierende Glaubwirdigkeitsbewerbung ¢O in Form einer Y"Gleich-
verteilung® {iber diesen Hypothesen gegeben. RicHTEr entwickelt
sine exakt formulierte Vorschrift F , nach der bei Eintriit
eines Breignisses E eine Glaubwirdigkeitsbeweriung ¢ in eine
Gilaubwiirdigkeitsbewertung ¢%* = F(E,¢) abzudndern ist; die Ver-
schrift F ist dabei eine Verallgemeinerung der Bavis'schen
Regel.

Die Lisung des Hume 'schen Problems stellie sich RiCHTER so vor,
daB unsere gegenwdritigen Vorsitellungen ¢ iiber die Netur aus

dem Nichtwissen ¢, gemdB der Formel ¢ = F(E,¢0} iiberschligig
abpeleitet werden kinnen.

Fatalerweise zeigt meine Diplomarbeit, dafl fir eine Gleichver-
teilung ¢O . die dem Nichtwigsen entspricht, gewissermafien

gillte F(E,¢O) = ¢, lir alle E .

Da das System von RicHTER sehr allgemein ist, scheint dieser
Weg siner "abscluten” losung des Hume 'schen Froblems prinzipiell

zum Scheltern verurteilt zu sein.

105

f) fuch die CAR&AP‘schen Theorien ergeben ksine absolute Losung
des HumMe "schen Problems, auch wenn man nur von der Entscheldung
unter Risiko spricht und nicht die anspruchsvellere Frage der
Annahme von Theorien stellt.

Die Carnap! schen Wahrscheinlichkeitsfunktionen setzen ndEmlich,
wie etwa in (9.2) am Beispiel der c,-Funktiionen bemerkt,
Prinzipien voraus, die als. empirisech oder synthstisch zu be-
zeichnen sind, wie etwa die Konzeption der Gleichartigkeit.
Auch die in I0*'] verdffentlichten Wahrschsiniichkeitsfunk-
tionen CArnaps sind in diesem Sinne nichi absclut, sondern

satzen etwas iber die Wirklichkelt voraus.

g)'Es erhebt sich nun die Frage, woher kommen diese bendtigten
Prinzipien, wie etwa die Kongeption der Gleichartigkelt.

Darauf geben wir die folgende Antword:

Die Konzeption K ist eine wissenschaftliche Hypothese, die

wir unter gewisgsen Bedingungen ansgetzen und die =2ich im Sinne
Porprrs an der Wirklichkeit bewdhren kann. Das heillt, auch das
induktive Risonieren, wie STEGMULLER e8 uennt, setat Hypothesen
voraus, die wir nur im Sinne PoppPErs einer Bewdhrungeprobe unter-
ziehen kdnnen. Im Unterschied zu den Popper'schen Ausflihrungen
ist jedoch die Kongzeption K nicht nur nicht verifizierbar,
sondern auch nicht definitiv falsifizierbar, kann alsoc nur einer
mehr oder weniger positiven Bewdhrungsprobe unferzogen werden.
Es ergibt sich also eine gewlsse Verschmelzung von Carmnap und

FoRFPER,

h) Als weiteres Forschungsprogramm ist somii die Ausarbeliung
eines Bewdhrungsgrades Fiir Konzeptionen ins Auge szufassen.
Pabei sind wir der Meinung, daB eipnem solchen Bewihrungsgrad
mehr oder weniger direkteine additive Glaubwlrdigkeitsbewertung

von Kongeptionen zu Grunde gelegt werden mufl.

i} Die Formalislerung des Prozesses, wies eine Konzeption K
durch eine andere & ersstzt wird, wire ein weiteres in diesen
Zusammenhang zu untersuchendes Problem. - Dabeit scheint die Ent-
scheidung zwischen ¥ wund ¥ gemds (10.1K)} vollstandig er-
faBt zu sein. Das Problem liegt darin, zu beschreiben, wie bel

einer einmal akzeptierten Konzeption ¥ allmédhlich eine andere
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Konzeption K sichtbar wird. Der Hinweis auf die Genialitét

des Forschers scheint dabel wissenschaftsthecretisch unbefriedi-
gend zu sein.

fuch um diesem Problem beizukemmen, scheint sich die Ubertragung
des RICHTER 'schen Begriffs der Glaubwiirdigkeitsbewertung auf eine
Menge von veorgegebenen Konzepltionen anzubieten.

Ein wichiiger Begriff scheint dabei die Gesetszesartigksit von

Konzeptionen zu sein.

3) Der Carnapische Ansatz scheint im Zusammenhang mit unseren
Begriffsbildungen erwelterungsfihig zu sein.
Wir betrachten ein Sprache L solcher Allgemeinheit, daB sich
stwa die Kongeption K in L susdriicken 1E8%.
Pann 188t sich flr gewisse Ereignisse E , die ebenfalls in L
bezeichenbar sein sollen, wie folgt eine Funkiion c(E,X} de-
finieren:

c{E,K):= 1.(E) .

In diesem Sinn haben wir, was die Untersuchungen zum Humg "schen
Problem betrifft, die folgende Zielvorstellung:

Alle bislang von der Menschheit gemachten Induktionsliberlegungen
sollen in eine enisprechend reichhaltige Sprache L eingebettet
werdsn. Diese Induktbionsiiberiegungen sollen durch eime Funktlon
olh,e) erfaBt werden, die flr gewisse SHtze h , e aus L de-
finiert ist und die sich als logische Wahrscheinlichkeit von h
im Hinblick auf o deuten 148t, gen8fd dewm angegebenen Beispiel:
c{E,K) = 1, (8}

In dieser modifizierten Gestalt scheint der (Carmar'sche Ansatz
nach wie vor das Tdeal dafilr zu sein, wie sich das Hume 'sche
Problem kldren 1dBt.

Als illuserisch ist allerdings die Hoffnung Carnaps anzusehen,
daB sich eine derartige Funktion cfh,e) auf eine in L de-
finierte A-priori-Wahrscheinlichkeit m stiitzen LiBt, gemaf

der einfachen Formei: clh,e) = m(hae}/m{e) .

Die Funkbtion o(h,e;} 1H8t sich sicher nur fiir spesziells e , h
definieren und bendtigt daszu speszielle, in jedem Fall verschiedene
auf’ e , h Dbezogene Uberlegungen, entsprechend dem gegebenen
Beispiel: o(E, K} = 1,.(8)
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Die angegebesnen Ausblicke (11.1} - (11.7) sind natiirlich
in keiner Weise vollstdndig, sondern sollen nur die Tragfahig-
keit der entwickelien Begriffsapparatur ip Hinblick auf die
angedeutete Erweiterungsfihigkeit sichtbar machen.
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LISTE DER IN DER ARBEIT EINGEFUHRTEN SYMBOLE

Grundsymbole

E, A, B, C, belieblge FErelgnisse ... viiiirvinen. Seite
(9,4} zu Grunde gelegter MeBraum ....... eriibaraaasaoaa Seite
A <k B A ist auf Grund von K hochstens so wahrschein-

: lich wie B . rasirenietsaresaostanassonnacana Seite
A ~K B A ist auf Grund ven ¥ gleichwahrschelinlich

2 iesasssases delte
#y Menge der Paare (A,B} , so daB A < B .......... Seiteé
my Mafifunktion zu K ; ¢ sugeordnele pe FINETTI-Bewer-
bung. i e, et erbbasrasasea sttt annan Seite
1K guantitative logische Wahrscheinlichkei®........... .. Seite
LK Definitionsbereich von 1K ettt rrera e Seite
p, = u, Produktmal auf 1 {E(x),E(x),2,00)} mit
pX(E(A)) = %, pX(E(A)) T Seite
x B

D Produktmall auf it {E. (), ,.,Ek(A}} mit

X1,<...Xk

pKT, -xk(El(A)) =%y und v, =1 .van.. s Seite
Symbole zu Wetten

J Bezeichnung fir das vorausgesetzie Individuum ........ Seite
W Wette, W inverse Webbte .....i.ciiaavunacss . +..- Beite
(W1;...,Wr) = 4 Weltsystem ..vecoenussaon Chesnansessaas. Beite
W ad W Wettsystem #° wird # vorgezogen .....c.c...-. Seite
oz W Wettsysteme sind gleich gut et e aana cu.s Seite
W W' Wettsystem # hichsten so gut wie & .......... Seite
qf(A} fairer Wettguotient auf Ereignis A .iicveenvocinns Seite
qJ(A} fairer Wettquotient des Individuums 3 ..... veo.. Seite

10

10,12
19
19

12,44

31

15
15,16
15

15
15
16

17
17

109

Symbole su eipem allgemsinen experimentellen Schema

B{A) konkretes Experiment zum Parametsr A ..... veeeaas Seite
B = {B{A) ¢+ X € A} experimentelles Schema ...vuieeevia... Seite
Ei(A) atomare Ereignisse zu B{x)} PP 15 8 Y
E(Ax) beliebiges Ereignis zu B{A) ........ tecevereserena Seibe

£ = {RB(x)}

A € A} FEreignisschema z2u B .i.uiviivosacs... Seite

Algebra der Breisnisschemata

E o+ B = {B{A) # E'{X) 2 X € A} euvnrriinnnienccnns sesas Selite

FLE? = {EALE™A) £ 2 € A} vivvnininnrnssnrasnas reaaer. Belite

Symbole zur statistischen Wahrscheinlichkeit

hn(ﬁ,w} relative Haufigkeit des Ereignisschemas [
in der fest vorgegebenen Healisierungsfolge B(Ai} ceesee oelle

p{f,w} statistischs Wahrscheinlichkeitsfunktion ........ Seite

& wahres, unbekanntes Element aus § ...viviss vrereneees Salte

=

Aussage, dal das Ereignis A elngetreten ist ...... .. Selte

mK(ﬁ)::mK(A) MaBfunktion, Ubertragen auf die dem Ereig-

nis A szugeordneten Aussagen ....c.vivecensrracersrcsssa Selbe

lK(ﬁ):=lK(A) quantitative logische Wahrscheinlichlkelt,
bertragen auf AUSSEZEN ...v..evroveusvronronsnnsssssenass peite
P(EY:= plE,0) statistische Wahrscheinlichkeit ......... Seite
hn(E):z hn(E,Q) tatsBehlich aufiretende relative Hiufig-

Keitouioweanannsansoonesancssssansoasoncovoanavrannsnnansscos S8LLE

Symbola_zu Konzephbionen

KP:= K a(P(E) = p)  crnonrrnnenncnnns U < L 1 Y
analog definiert:

Kﬂ({ w} 48 4 a8 s R s E e konoa 9 m o aS s a0 mEE s EmAASRAESEEE 0B asDaaNs s Seite

KP(E}:: KP(E,@) ......... O

27
27
27
28

28

39
52

33
33
37
37

37

37
37

37

44

50

50
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E* Konzeption mit MaBfunktionen, so dafR die sugeordnsten
pe FINETTi-MaBe ¢% eine stebtige, positive Dichte haben. Seite 46

* cm KH = s
K n’rn. K¥ A (hn(E) rn/n) semavesesencrrrasveecncases Seite 47
¢§ - das genid dem pr FineT¥i-Theorem der Konzeption

*“n
K; r zugeordnete Mal ....oracenacans et caaanas ceaneaes Seite L7
¥
n

% die dem MaB ¢ zugeordnete Vertellungsfunktion ...... Seile 48

rn(w) absolute HEufigkeit von E in einer vorgegebenen
Folge E(Ai) nach n Beobachtungen, abhingig ven dem auf-

tretenden Ergebnis ®@ ..cieeirvscssrscrsssncnsnns everes Seite 50

n =n =n bezelichnet gleichbedeutend die Zahl der Beobach-

tungen.

oF (w):= @%n{rﬂ(w) et eniieitaeaeeaaeaancenaasaeenss Seite 50
Kﬁ(m):= g,rn(m) e rrasssecaererseseracsnraancacrsnasasnse Seite 50
K;:: K;(&) = Kﬁ.r (G) trorreree s esaavenesenes Seite 50

mm(w):= L (E(kn+3)) bedingte subjektive Wahrschein-

Bl lichkeibeseernn.. ceesnereacss Seite 51

m t= m {&) tatsdchlich suftretenden bedingte Wahrschein-
L1CRKEID sevssenonsunsscansssssncsoanssnssssnnsassssessss Seite 31
Kh Kenzeption der Gleichaertigkeit mit MaBfunktiionen,

n?
wobei das zugeordnete ¢ einen Trager hat, der im Inter-
vall f[h -e,h +e] TI8EE veennnncassrsssrarsnrssanssssass Selte 76
K? Kenzeption K¥ mit Schranke vy fiir Maffunktionen .... Seite 73
K; n Konzeption K¢ vermehrt um die Information hn:rn!n Seite 78

¥

Weitere Symbole

fn,rn(x):= p, ({w: h (E,w) = r /n}) Likelihoodfunktion

nach Auftritt der Beobachtung h, = /0 eeiieieensee... Seite 78

111

D statistisches Datum der Binomialverteilung ..........

B

L statistisches Datum der Binomialveriteilung, wobel

B,h_,
n
der Parametsr x der Binomialverteilung Py im Intervall

[hnne,hn+e] liegt ..... fehacesareae e aans hesearcaaraee

Fa:= [ a de bezelichnet den Erwartungswert der Zufalis-

grofe a bezliglich einer Malfunktion

Seite 73
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