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| Einleitung.

Vorliegende Arbeit ist fast génzlich einem einzigen Pro-
blem gewidmet, ndmlich dem der Definition der Wahr-
“heit; sein Wesen besteht darin, dass man — im Hinblick auf
diese oder jene Sprache — eine sachlich zutreffende
und formal korrekte Definition des Terminus -
,wahre Aussage‘ zu konstruieren hat. Dieses Pro-
blem, welches zu den klassischen Fragen der Philosophie
gezahlt ‘wird, verursacht bedeutende Schwierigkeiten. Obgleich .
némlich die Bedeutung des Terminus ,wahre Aussage“ in der
Umgangssprache recht klar und verstindlich, zu sein scheint,
sind alle Versuche einer genaueren Prizisierung dieser Bedeu—
tung bis nun erfolglos geblieben und manche Untersuchungen,
in welchen dieser Terminus verwendet wurde und welche von.
~ scheinbar evidenten Primissen ausgingen, haben oft zu Para-
doxien und Antinomien gefiihrt (fiir welche sich iibrigens eine
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mehr oder weniger befnedlgende Losung finden liess). Der
- Begriff der Wahrheit teilte in dieser Hinsicht das Schicksal
anderer analoger Begriffe aus dem Gebiete der sog Semantik
.der Sprache. : :

.~ . Die Frage, wie dieser oder jener Begriff zu definieren sei,
ish erst dann in korrekter Weise gestellt, wenn ein Verzeichnis
"+ der. Termini gegeben ist, mit deren Hilfe man die gefor-
- derte Definition aufhauen will; soll dabei die Definition ihre
‘eigentliche Aufgabe erfiillen, so darf der Sinn der in diesem
“Verzeichnis enthaltenen Termini keine Zweifel hervorrufen. Es
drﬁngt sich also naturgemiss die Frage auf, welche Termini
~wir bei der Konstruktion der Definition der Wahrheit verwenden
'Wollen. Ich swerde nicht unterlassen, dies im weiteren Verlauf
- unserer’ “Untersuchungen zu kliren; jedenfalls werde.ich mich -
bei dieser Konstruktion keines semantischen Begriffes bedienen,
_-wenn. es mir nicht VOrher'vgelingt, ithn auf andere Begriffe

- guriickzuftihren.

Eine weitergehende Analyse der im téglichen Leben
-goldufigen Bedeutung des Terminus ,wahr% wird hier nicht
beabsichtigt: jeder Leser besitzt wohl in héherem oder gerin-
" gerem Grade eine intuitive Kenntnis des Begriffes der Wahr-
heit und eingehendere Erdrterungen dariiber kann er in vielen
erkenntnistheoretischen Werken finden. Ich mdéchte nur erwsh-
nen, dass es sich in der ganzen Arbeit ausschliesslich darum
handelt, die Intentionen zu erfassen, welche in der sog. ,klas-
-sischen“ Auffassung der Wahrheit enthalten sind (,wahr —
mit der Wirklichkeit tibereinstimmend®) im Gegensatz z. B. zu
der jutilitaristischen Auff’a,ssung (pwahr — in gew1sser Hinsicht
niitzlich%) 1), ~ :

Der Umfang des Begnﬂ'es, den wir deﬁmeren wollen,
héngt im wesentlichen von der Sprache ab, die Gegenstand
“der Erwégungen .ist; derselbe Ausdruck ka,n'n in einer Sprache
“eine wahre, in einer anderen eine falsche Aussage oder ein
sinnloser Ausdruck sein. Von einer einzigen allgemeinen Defi-
nition des untersuchten Terminus wird hier iiberhaupt keine
Rede sein: das uns interessieren‘de Problem wird in eine Reihe

" Vgl. Kobarbinski,, S 126" (ich habe dieses Werk wiederholt
'be1 der Niederschrift der vorliegenden Arbeit zu Rate gezogen und mich
in vielen Punkten an die dort festgelegte Terminologie gehaltén). ‘
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von’ gesonderten Problemen zerfallen, welche die einzelnen
Sprachen betreffen.

Im § 1 bildet die Umgangssprache den Gegenstand
unserer Erwigungen. Das Schlussergebnis dieser Erwigungen
ist ginzlich negativ: in Bezug auf die Umgangssprache scheint
nicht nur.die Definition des Wahrheitsbegriffs, sondern sogar
sein konsequenter und mit den Gesetzen der Logxk iiberein-
stimmender Gebrauch unmdoglich. :

Im weiteren Verlaufe der Abhandlung werde ich aus-
schliesslich die einzigen nach wissenschaftlichen Methoden
aufgebauten Sprachen in Betracht ziehen, welche heute bekannt
sind, d. i. die formalisierten Sprachen der deduktiven Wissen-
. schaften; ihre Charakterisierung wird am Anfange des § 2
gegeben. Es ergibt sich, dass vom Gesichtspunkt des hier be- .
-trachteten Problems diese Sprachen im Grossen und Ganzen .
in zwei grosse Gruppen zerfallen, wobei den Einteilungsgrund
der kleinere oder gréssere Bestand einer Sprache an gramma-
tischen Formen bildet. In Bezug auf die ,irmeren“ Sprachen
findet das Problem der Definition der Wahrheit eine positive
Lésung: es gibt eine einheitliche Methode, welche die Kon-
struktion der geforderten Definition fiir jede dieser Sprachen
gesondert ermdglicht. In den §§ 2 und 3 werde ich diese
Konstruktion fiir eine konkrete Sprache mit aller Genauigkeit.
ausfithren und mir auf diese Weise die im § 4 skizzierte allge-
' .meine Beschreibung der erwihnten Methode erleichtern. Besziig-
lich der ,reicheren“ Sprachen jedoch wird — wie dies aus den
Betrachtungen des § b folgt — die Losung unseres Problems
negativ sein: fiir die Sprachen dieser Gruppe werden wir nie-
mals eine korrekte Definition des Wahrheitsbegriffs konstruieren
konnen. Nichtsdestoweniger spricht alles dafiir, dass man auch
in diesen Fallen — im Gegensatz zur Umgangssprache — einen
konsequenten und richtigen Gebrauch dieses Begriffes einfithren
kann, und zwar so, dass man ihn als Grundbegriff einer beson-
deren Wissenschaft, ndmlich der Theorie der Wahrheit auffasst
und seine fundamentalen Eigenschaften auf axiomatischem
‘Wege prizisiert.

Die Untersuchung der formalisierten Sprachen erfordert
naturgema,ss die Kenntnis der Grundziige der modernen for-
malen Logik. Zur Konstruktion der Definition der.Wahrheit

-,
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‘sind ausserdem — allerdings in bescheidenem Maasse — ge-
wisse rein mathematische Begriffe und Methoden néotig. Hs
'Wurde mich freuen, wenn diese Arbeit den Leser tiberzeugt,
dass die génannten Hilfsmittel schon gegenwirtig ein sogar
fiir die Untersuchung rein philosophischer Probleme notwen-
-diges Riistzeug bllden 2.

§ 1. Der Begriff der wahren Aussage
in der Umgangssprache. '

Zur Einfithrung des Lesers in den Kreis unserer Unter-
suchungen erscheint mir eine — wenn. auch nur fliichtige —
Betra,chtuug des Problems der Wahrheitsdefinition in Bezug
auf die Umgangssprache wiinschenswert; ich mdchte hier .
besonders die verschiedenartigen Schwierigkeiten hervorheben,
denen die Versuche einer Lijsung dieser Aufgabe begegnen 3).
' Unter den mannigfaltigen. Bestrebungen, welche die Kon-
struktion einer korrekten Definition der Wahrheit fiir die Aus-

%) Diese Arbeit wurde von J. Biukasiewicz der Gesellschaft .
der Wissenschaften in Warschau am 21. M#rz 1931 vorgelegt. Die
~in"ihi enthaltenen Ergebnisse stammen zu einem grossen Teil aus dem
-Jahre 1929; ich habe iiber dieselben u. a. in zwei Vortrigen berichtet,
welche ich u. 4. T. ,Ueber den Begriff der Wahrheit in Beziehung auf
formalisierte deduktive Systeme* in der Logischen Sektion der Philoso-
phischen Gesellschaft in Warschau (8. Oktober 1930)und in der Polnischen
‘Philosophischen Gesellschaft in Lembeérg (15. Dezember 1930) gehalten
.habe und deren Résumé im XIL Band der Zeitschrift ,Ruch Filozoficzny*
_erschienen ist. Aus von mir unabhingigen Griinden hat sich die Druck- -
legung der Arbeit bedeutend verzdgert; dies gestattete mir iibrigens den
"Text durch ziemlich wesentliche Ergebnisse zu ergénzen (vgl. 89). In der
Zwischenzeit habe ich ein Résumé der Hauptergebnisse in der Mitteilung
"Tarski, versflentlicht. ,
%) Die Bemerkungen, die ich in diesem Zusammenhange vorbringen

werde, sind zum grissten Teil nicht das Resultat meiner eigenen Unter-
_suchungen: es finden ir ibnen-die Anschauungen Awusdiuck, die St. Le-
fniewski in seinen Vorlesungen an der Warschauer Universitit (vom
" Studienjahre 1919/20 an), in wissenschaftlichen Diskussionen und in pri- .
vaten Gesprichen entwickelt hat; insbesondere betrifit dies fast alles,
"wasg ich tiber die Ausdrilcke in Anfithrungszeichen und die semantischen
.. -Antinomien sagen werde. Es eriibrigt sich vielleicht hinzuzufigen, dass

", diese Tatsache Ledniewski nicht im genngsten mit.der Verantwortung

‘fir die skizzenhafte und vielleicht nicht ganz prizise Form bela,stet dle
ich den folgenden Bemerkungen gegeben habe, ‘
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sagen der.Umgangssprache bezwecken, scheint wohl der Ver-
such einer semantischen Definition der natiirlichste
zu sein. Ich meine hier eine'Definition, welche man zunichst
_in folgende Worte ‘kleiden konnte:

(1) eine wahre Aussage ist eine Aussage, welche besagt,
dass - die Sachen sich so und so verhalten, und die Sachen ver-
halten sich eben so und sot).

In Hinsicht auf formale Korrektheit, Klarheit und Ein-
deutigkeit der in ihr auftretenden Ausdriicke ldsst obige For-'
mulierung offenbar viel zu wiinschen iibrig. Nichtsdestoweniger
scheint der anschauliche Sinh und die allgemeine Intention
dieser Formulierung recht klar und verstindlich zu sein; es wiire

eben die Aufgabe einer.semantischen Definition, diese Intention

zu prézisieren und ihr eine korrekte Form zu geben.

Als Ausgangspunkt dringen sich gewisse Sitze speziel-
“-leren Charakters auf, welche als Teildefinitionen der Wahrheit
einer Aussage oder richtiger als Erklirungen verschiedener
konkreter Redewendungen vom Typus ,z ist eine wahre Aus- -
sage* gelten konnen, Das allgemeine Schema dieser Art von
Sitzen stellt sich ‘folgendermassen dar: '

(2) z ist eine wahre Aussage dann und nur dann, wenn p;
um konkrete Erklirungen zu gewinnen, setzen wir in diesem
Schema an Stelle des Symbols ,p“ irgend eine Aussage und
. an Stelle dés ,z“ einen bel1eb1gen Emzénamen dieser Aus-
“sage ein: '

Ist uns fir eine Aussage ein Emzelname gegeben, 50
konnen wir fiir ihn eine Erklirung vom Typus (2) konstruieren,
falls es uns nur moglich ist, die durch diesen Namen bezeichnete
Aussage anzufithren. Die wichtigste und die haufigste Kate-
~ gorie von Namen, fiir welche die obige Bedingung erfiillt ist, sind
die sog. Anfiihrungsnamen; wir bezeichnen némlich mit
diesem Terminus jeden Namen einer Aussage (oder eines belie-
bigen anderen, sogar sinnlosen Ausdrucks), welcher aus Anfiih-
rungszeichen (dem links- und rechtsseitigen) und dem Ausdruck
besteht, der zwischen den Anfithrungszeichen steht und der

%) Ahnliche Formulierungen finden wir bei Kotarbinski, S. 127
und 136, wo sie als Kommentare behandelt werden, die das Wesen der
klasmschen“ Auffassung der Wa.hrhext niher erklaren,
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eben das durch den betrachteten Namen Bezeichneté'}‘ist._ “Als
“Beispiel eines solchen Anf'ﬁhrungsnamens einer Aussage kann

etwa der. Name 08 schneit““ "dienen; die entsprechende'

Erlsuterung vom Typus (2) lautet in diesem Fallo:

(3) €S schneit® ist eine wahre Aussage dann und nur
darin, wenn es schneit®). )

Eme andere Kategorie der Emzelna,men von  Aussagen,
fiir die wir analoge Erklirungen konstruieren kdnnen, bilden

die' sog. strukturell-deskriptiven Namen. So wollen
wir .solche Namen nennen, welche beschreiben, aus welchen"
Worten 'der durch den Namen_ bezeichnete Ausdruck sowie
aus welchen Zeichen jedes einzelne Wort besteht und in Welcher7 '

. Ordnung, diese Zeichen und Worte aufeinanderfolgen. Solche
) N&men kann’ man -ohne Hilfe von Anfuhrungszexchen formu-

5) Die Aussagen (Sitze) behandeln wir hier stets als eine bestimmte
. Art von Ausdriicken, -also als sprachliche Gebilde. Wenn man jedoch die-

Termini ,Ausdruck®, ,Aussage® u.s. w. als Namen konkreter Schriftzei-
chenreihen interpretiert, so erscheinen verschiedene Formulierungen, die

in ‘dieser Arbeit enthalten sind, nicht ganz korrekt und erwecken dem -
Anschein eines verbreiteten Fehlers; der in der Identifizierung gleich-
gestalteter Ausdriicke besteht. Dies betrifft insbesondere die Aussage (8),..
denn bei obiger Interpretation miissen die Anfilhrungsnamen als allge-,
meine (und nicht individuelle) Namen behandelt werden,. welche sowohl
_die Zeichenreihe in Anfilhrungszeichen, als auch jede mib ihr gleichge-

staltete Zeichenreihe bezeichnen, Um derartige Vorwiirfe zu vermeiden
und dabei keine ﬁberﬂﬂsmgen Verwicklungen in die Brwigungen ein-.
zufihren, die u. a. mit der Notwendigkeit des Gebrauchs des Gleichge-

staltigkeitsbegriffs verbunden wiren, ist.es bequem festzusetzen, dass

. Termini wie ,Wort% ,Ausdruck¥ ,Aussage® u..s. w. niemals konkrete.
Zeichenreihen, sondern ganze Klassen von solchen Zeichenreihen bezeichnen

werden, die mit der- gegebenen Zeichenreihe gleichgestaltet sind; nur

in diesem Sinne werden wir die Anfihrungsnamen 2ls individuelle Namen

von Ausdriicken behandeln. Vgl. hiezu Whitehead-Russell;, Vol I,
8. 661—666 und — wenn es sich um andere Interpretationen des Terminus
nAussage® handelt — Kotarbinski, 8. 123 -125.

Bei dieser Gelegenhelt bemerke ich, dass ich hier die Worte ,,Name“ ‘
und ,bezeichnen™ (ahnlich wie die Worte ,Gégenstand®; ,Klasse®, ,Rela~-
tion®)’nicht in einem, sondern in vielen verschiedenen Bedeutungen '
gebrauche, indem “ich' sie sowohl auf Gegenstinde -im engeren Sinne-
. (d. 'h. auf Individuen), als auch auf aller Art Klassen, Relationen u. s w..
anwende Vom Gesichtspunkt' ‘der-.in . ‘Whitehead-Russell, (Vol I,
‘8. 89— 68) begriindeten Typentheorie betrachtet, sollten dmse Ausdrﬂcke

RN ,!.‘

als -,systematisch mehrdeutige® bezemhnet werden. .
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lieren. Zu diegem Zwecke muss man in die Sprache, deren man
sich bedient, also in diesem Falle in die Umgangssprache, fiir
alle Buchstaben und alle anderen Zeichen, aus welchen die Worte
und Ausdriicke der Sprache bestelien, irgendwelche Einzelnamen,
die aber keine Anfithrungsnamen sind, einfithren; so z. B.-
kimen als Namen der Buchstaben ,a¥, e, ,f% ,j% ,p%

. die'Bezeichnungen ,A%, ,E¢ Ef¢  Jot%, ,Pe%, ,Tks“...
in Betracht. Es ist klar, dass man nunmehr jedem Anfithrungs-.
' pamen einen strukturell-deskriptiven Namen zuordnen kann,
der ohne Anfithrungszeichen aufgebaut ist und denselben Um-.
fang besitzt (d. i. denselben Ausdruck bezeichnet), und umge-
kehrt; so entspricht z. B. dem Namen »”,,'Schnee““ der Name:-
pein Wort, das aus den sechs aufeinander folgenden Buch-.
staben: Es, Ce, Ha, En, B und E besteht’. Es leuchtet also
ein, dass man auch fiir strukturell-deskriptive Namen von Aus-
sagen Teildefinitionen vom Typus (2) konstruieren kann. Dies
ist aus folgendem Beispiele ersichtlich :

(4) ein Ausdruck, der aus zwei Worten gebildet zst von’
denen das erste aus denm zwei aufeinander folgenden Buchstaben :

E, Es, das zweite aus den sieben aufeinander folgenden Buch-.

staben: Es, Ce, Ha, En, E, I, Te besteht, ist eine wahre Aus-
sage dann und nur dann, wenn es schneit. o

Satze, die (3) und (4) analog sind, scheinen evident
zu sein und vollkommen mit der Bedeutung des Wortes ,wahr®
" tibereinzustimmen, welche in der Formulierung (1) ihren Aus-
. druck gefunden hat. Sie erregen auch beziiglich der Klarheit
. ihres Inhaltes und dér Korrektheit ihrer Form im allgemeinen
keinen Zweifel (freilich nur unter der Voraussetzung, dass die.
Aussagen, die wir in (2) fiir das Symbol ,p¢ einsetzen, keine
_derartigen Zweifel erregen). : :

Hier ist jedoch eine geW1sse Emschrankung notlg Es-
sind Situationen bekannt, ‘in denen Behauptungen von eben
diesem Typus im Verein mit gewissen anderen, intuitiv nicht
minder evidenten Primissen zu einem offenbaren Widerspruch
fithren, namhch zu der sog. Antinomie des Liigners.
Wir wollen eine moglichst einfache, von J. Yiukasiewicz
stammende Fassung dieser Antinomie angeben..

Der grosseren Ubersichtlichkeit wegen wollen wir uns des
Symbols ,¢“ als typographischer Abkiirzung des Ausdrucks
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_ndie auf dieser Seite, Zezle 3 wvon oben gedruckte Aussage“
bed1enen Beachten wir nun folgende Aussage:
¢ ist keine wakre Aussage
Beruckswhtlgen wir die Bedeutung des Symbols ,,c , SO
konnen wir auf empirischem Wege feststellen:
(@) pe ist keine wahre Aussage® ist mzt ¢ identisch.

_ Fiir den Anfithrungsnamen der Aussage ¢ (oder irgend
einen anderen ihrer Einzelnamen) stellen wir ferner eine Erkls- ~
rung vom Typus (2) auf: S

(B) ne ist keine wahre Aussage“ ist eine wa,hre Aussage
dann und nur dann, wenn ¢ keine wahre Aussage ist.
Die Prémissen (¢) und () zusammen ergeben sofort einen

o Widerspruch :

¢ ist eine wakre Aussage dann und nur aann, “wenn ¢
keine wahre Aussage ist. : ' 3

Die Quelle dieses Wlderspruchs kann man leicht auf-
decken: um die’ Beha,uptung (8) zu konstruieren, haben wir
fir das Symbol ,p* in Schema (2) einen Ausdruck eingesetzt,
welcher selbst den Terminus ,Wahre Aussage” enthilt (weshalb
dié so gewonnene Behauptung — im Gegensatz 'z B. zu (8)
oder (4) — nicht mehr . als Teildefinition der Wahrheit gelten -
kann). Man kann jedoch keinen verniinftigen Grund angeben, .
der solche Einsetzungen grundsdtzlich verbieten sollte.

Ich beschrinke mich hier auf die Formulierung obiger:
Antinomie und behalte es mir fiir spater vor, die entsprechenden
Konsequenzen aus dieser Tatsache zu ziehen. Von dieser Schwie-

rigkeit absehend, versuche ich zunichst eine Definition der: -

wahren Aussage durch Verallgemeinerung der Erklirungen
. vom Typus (3) zu konstruieren. Auf den ersten. Blick kann
- diese Aufgabe als eine ganz leichte erscheinen — besonders
- fiir jemanden, der den Apparat der modernen mathematischen -
Logik einigermassen beherrscht. Man konnte meinen, dass man:
durch die Einsetzung einer beliebigen Aussagevariablen(d. i '
eines Symbols, fiir das man beliebige Aussagen einsetzen kann)'
in (3) fiir den zweimal dort auftretenden Ausdruck :jes schneit -
und weiterhin durch die Feststellung, "dass die’ so gewonnene
-~ Formel fiir jeden Wert der Variablen gilt, ohne weiteres zu.

einem Satz gelangt, welcher. alle. Beha.uptungen vom. Typus (3).
als Spezxalfalle umfasst: N P A
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() : fiir ein- belwbzges p— op% ist eine wakre Aussage .
dann und nur dann, wenn p.. -
Obiger Satz kénnte schon aus dem Grunde nlchb als

‘allgemeine’ Definition des Ausdrucks ,z ist eine wahré Aussage“

gelten, weil die Gesamtheit der mdglichen Einsetzungen fiir das”
Symbol ,z¢ hier auf die'Anfithrungsnamen eingeschiénkt wurde.
Um diese Einschrinkung zu beseitigen, miisste man sich auf
die bekannte Tatsache bertifen, dass jeder wahren Aussage
(und tiberhaupt jeder Aussage) ein Anfiihrungsname entspricht,
der eben diese Aussage bezeichnet®). Auf Grund dieser Tat-
sache konnte man eine Verallgemeinerung der Formuherung ®)
z. B. auf folgende Weise. versuchen :

. (6) fir ein beliebiges z — z ist eine wahre Aussage dann
und nur dann, wenn — fir ein gewisses p — & mzt P zden—
tisch ist und dabei p. -

Auf den ersten Blick ‘wiirden wir vielleicht geneigt sein, -
den Satz (6) als korrekte semantische Definition des Aus-
drucks ,wahre Aussage“ gelten zu lassen, welche auf praz1se '

"Weise die Intention der Formulierung 1) realisiert, und sie -

deshalb als zufriedenstellende Lisung des uns hier interessie-
renden Problems anzuerkennen. Im -Grunde génommen ist
jedoch -die Sache keineswegs so einfach: sobald wir die Bedeu-

,tun’g der in (b) und (6) auftretenden Anfiihrungsnamen zu analy-

sieren beginnen, bemerken wir eine Re1he von ochwmngkexten
und Gefahren.-

.~ Die Anfihrungsnamen kann man so wie einzelne Worte -
einer Sprache behandeln, also so wie syntaktisch einfache
Ausdriicke; die einzelnen Bestandteile dieser Namen — die
Anfihrungszeichen und die in den Anfithrungszeichen stehenden
Avusdriicke — erfiillen dieselbe Funktion, wie die Buchstaben
oder die Komplexe der aufeinanderfolgenden Buchstaben in
den einzelnen Worten, sie besitzen also in diesem Zusammen-
hang keine . selbsténdige Bedeutung. Jeder Anfithrungsname
ist dann ein konsbanter Einzelna,me eines - bestimmten Aus- -

6) Diese Tatsache konnte man z. B. auf folgende Weise formulieren:
(B) Siir ein beliebiges © — wenn x eine wahre Aussage ist, 80 -

st — fiir ein gewisses p — = mit ,p* identisch;

aus den Primissen (5) und, (5") kann man den unten angefuhrten Satz (6)
als Konklusmn ableiten.
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drucks (némlich ‘des in Anfiihrungszeichen gefassten Aus-
drucks), und zwar ein Name von demselben Charakter wie dle
" Eigennamen der Menschen ; so bezeichnet z. B. der Name ,,p“ )
einen der Buchstaben des Alphabets. Bei dieser Interpretatlon,
-welche nb. die natiirlichste zu sein und der gewdhnlichen
Gebrauchsweise - der Anfiihrungszeichen vollkommen zu ent-
sprechen scheint, sind Teildefinitionen vom Typus (8) fir irgend
_welche verniinftige Verallgemeinerungen. nicht verwendbar.
Keineswegs kann die Aussage (b) bzw. (6).als . eine solche'.
Verallgemeinerung gelten : bei Anwendung der sog. Binsetzungs-

regel auf (b) haben wir namlich kein Recht, irgend etwas fiir

~ den Buchstaben ,p%, welcher als Bestandteil eines Anfiithrungs-
" namenssauftritt, einzusetzen (so wie es uns nicht erlaubt ist,
irgend etwas fiir den Buchstaben ,w* in dem Worte ,wahre“
einzusetzen). Daher erhalten wir als Konklusion nicht (3), .

. - sondern folgende Aussage: ,p“ ist eine wakre Aussage dann
und nur dann, wenn es schneit.. Man ersieht bereits. hieraus,
dass die' Aussagen (5). und (6) keine Formulierungen jener
Gedanken sind, die wir ausdriicken méchten, und dass sie sogar
offenbar unsinnig sind. Die Aussage (b) fithrt sogar sofort zu
einem Widerspruch,. denn man kann aus ihry neben der .oben
angegebenen Konsequenz, ebenso leicht die ihr widersprechende
Konsequenz ableiten: ,p% ist einé wahre Aussage dann und
nur dann, wenn es nicht schneit. Die Aussage (6) allein fithrt .
zwar zu keinem Widerspruch, es folgt aber aus ihr der offenbar
widersinnige Schluss, wonach der Buchstabe p0¢ die emz1ge
wahre Aussage wire.

Um obigen Betrachtungen grossere Klarhelt zu verlelhen,
wollen wir. die Bemerkung. hinzufiigen, dass man bei dieser
Auffissung der Anfuhrungsnamen dieselben iiberhaupt aus der
Sprache eliminieren und sie tiberall z. B. durchentsprechende
strukturell-deskriptive Namen ersetzen kann. Wenn wir jedoch
die fiir solche Namen konstruierten Erklirungen vom Typus (2),
z. B. die Erklarung (4) betrachten, so sehen wir keinen Weg,
der zur Verallgememerung dieser Erklirungen fithrt; ersetzen wir
andrerseits in (5) oder (6) den Anfihrungsnamen np“ durch
"~den umfangsgleichen strukture]l—desknptlven Namen 2Pe% (bzw.
,,das Wort, das aus dem  einzigen Buchkstaben Pe besteht®),
so wird der Wldersmn der s0. erha.ltenen Formuherungen sofort

. in die Augen sprmgen o : : - 18 4
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Um' den Sinn der Sitze (B) und (6) zu retten, miissen
wir zu einer ganz anderen Interpretation der Anfithrungsnamen
_greifen, Diese Namen miissen wir schon als syntaktisch zusam-
mengesetzte Ausdriicke behandeln, deren syntaktische Bestand-
teile sowohl die Anfithrungszeichen wie auch die darin ste-
henden Ausdriicke sind. Nicht alle Anfithrungsausdriicke sind
dann konstante Namen: der in (5) und (6) auftretende Aus-
druck _, %" muss z. B, als Funktion angesehen werden, deren
Argument eine Aussagevariable ist und deren Werte konstante
Anfihrungsnamen von Aussagen sind; eine solche Funktion
wollen wir.als Anftihrungsfunktion bezeichnen. Die Anfiih-
rungszeichen werden so zu selbsténdigen Worten aus dem Ge-
biete der Semantik, die der Bedeutung nach dem Worte ,Name*
nahe stehen und in syntaktischer Hinsicht die Rolle von Funk-
toren spielen 7). Es entstehen dann neue Komplikationen. Der
- Sinn  der Anfithringsfunktion und der Anfiihrungszeichen
" selbst ist nicht geniigend klar. Jedenfalls sind es keine exten-
sionalen 'Funktoren: die Aussage ,fir beliebige p und q¢ —.
st p dann und nur dann, wenn q, so ist ,p“ identisch mit

,g*" steht ohne Zweifel in krassem Widerspruch zur iblichen
Verwendungsweise der Anfithrungszeichen. Schon aus diesem
Grunde wiirde die Definition (6) fiir Alle unannehmbar sein,
die konsequent den Gebrauch intensionaler Funktoren vermeiden
:wollen und sogar der Meinung sind, eine tiefere Analyse mache
es unméglich, solchen Funktoren irgend welchen prizisen Sinn
zuzuschreiben8). Der Gebrauch der Anfithrungsfunktion setzt
uns ferner der Gefahr aus, in verschiedene semantische Anti-

. 7) Funktoren nennen wir selche Worte wie ,liest in dem Aus-
druck ,z liest® (ein aussagebildender Funktor m1t'elnem Individuen-
pamen als Argument), ,sieht* in dem Ausdruck ,x sieht.y® (ein aussage-
blldender Fupktor mit zwei Namenargumenten), pVater®in dem Ausdruck -
pder Vater des a® (ein namenbildender Funktor mit einem Namen-
argument), ,oder’ in dem Ausdruck ,p oder ¢“ (ein aussagebildender
Funktor mit zwei Aussageargumenten); die Anfiuhrungszeichen sind -
ein Beispiel fur einen namenbildenden Funktor mit einem Aussage-
argument. Der Terminus ,Funktor® stammt von T, Kotarbinski, die
Termini ' ,aussagebildender Funktor® und ,namenbildender Funktor® —
von K. Ajdukiewicz; vgl. Ajdukiewicz, S. 16 und 147. ’

®) Das schwierige Problem der Extensionalitit werde ich hier nicht-
niher besprechen; vgl, zu dieser Frage Carn a.pl, wo die Literatur des
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‘nomien, z. B. in die Antinomie des Liigners verwickelt  zu
werden. Das gilt sogar fiir den Fall, dass wir — weitgehende
Vorsicht walten lassend — nur von den fast evident. scheinen-
den KEigenschaften der besprochenen Funktionen Gebrauch
machen. - Im GegensatZz nimlich zu derjenigen Fassung der
Antinomie des Liigners, die wir oben kennen: gelernt haben,
kann man die betrachtete Antinomie ganz ohne Anwendung
. des Ausdrucks ,wahre Aussage“ formulieren, indem man die
Anfihrungsfunktionen mit variablem Argument einfiihrt. Eine
~ Skizze dieser Formulierung soll angegeben werden. . :

- Das Symbol ,e“ sei eine typographische Abkiirzung des :
Ausdrucks ,die auf dieser Seite, Zeilen 14 und 15 von oben
gedruckte Aussage®. Wir nehmen folgende Aussage in Betracht:

fir ein beliebiges p —:ist ¢ mzt der Aussage p“ zden-
_tisch; so nichi p
" (falls wir (6) als Definition der Wahrheit annehmen, so. besa,gt .
obige Aussage, dass ¢ keine wahre Aussage sel)

Wir stellen empirisch fest:

(a) die dussage ,fir belzebzges p — ist ¢ mit der Aus-
sage ,p* identisch, so micht p“ ist mit ¢ identisch. '

 .Ausserdem machen wir nur eine einzige erginzende Vor~
aussetzung, welche sich auf die Anfuhmngsfunktlon bez1eht
und keinen Zweifel zu erregen scheint:

(B) fiur beliebige p und q — ist die Aus.sage B mzt'
der Aussage ,q“ identisch, so p dann und nur dann, wenn q.

 Aus den Pramissen (@) und (,B) leiten wir mit Hilfe ele-
mentarer Gesetze der Logik leicht einen. Widerspruch ab.

Nur nebenbei méchte ich noch “auf andere Gefahren auf-
merksam_machen, deénen uns die konsequente Anwendung obiger
Interpretation der Anfiihrungszeichen aussetzt — n#mlich auf -
die Mehrdeutigkeit gewisser Awusdriicke [so muss z. B. der
Anfihrungsausdruck, welcher in (5) und (6) auftritt, in ge-
wissen Situationen als Funktion mit verinderlichem Argument
~ betrachtet werden, in anderen dagegen ist er ein konstanter

. Problems -angegeben ist, und besonders Whitehead-Russell, . Vol. I,
.3, 6569—666. Man muss beachten, dass man mit den Termini ,extensional®
" und ,intensional* gewshnlich die aussagebildenden Funktoren bezeichnet, -
wihrend sie im Texte auf die Anfﬂhrungszelchen, also auf namenbxldende .
Funktoren -angewendet. werden. . R ‘

o
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Name, welcher: einen - Buchstaben - des Alphabets bezeichnet);.

ferner ‘auf ‘die Notwendigkeit, gewisse sprachliche Konstruk- -
.- tionen zuzulassen, deren Ubereinstimmung mit den .Grund-
gesetzen der Syntax mindestens zweifelhaft ist, z. B. sinn-
volle' Ausdriicke, welche als syntaktische Bestandteile sinnlose
Awusdriicke enthalten (als Beispiel kann jeder Anfithrungsname -
eines sinnlosen Ausdrucks dienen). — -Aus allen diesen Griinden
scheint sogar bei der neuen Auffassung der Anfithrungs-
zeichen die Korrekthelb der Deﬁnltlon (6) stark erschuttert

zu sein. '

Dle b1sher1gen Erwagungen berechtlgen uns Jedenfalls
zur Feststellung, dass der Versuch, eine korrekte seman-
tische Definition des Au.sdrucks swahre Aussage®
aufzubauen, auf wesentliche Schwierigkeiten
stosst. Wir kennen nicht einmal eine allgemeine Methode,
die es uns gestatten wiirde, die Bedeutung eines beliebigen kon-
kreten Ausdrucks vom Typus ,z ist eine. wahre Aussage, wo
an Stelle. von -,z irgend ein Einzelname einer Aussage steht,
zu prézisiéren. Die an den Beispielen (8) und (4) illustrierte
Methode lésst uns in solchen Situationen im Stich, in welchen
wir fiir' einen gegebenen Namen einer Aussage nicht die
" durch ‘diesen Namen bezeichnete Aussage aufzeigen konnen
(als Beispiel eines solchen Namens kann z. B. ,die erste Aus-
sage, welche im Jahre 2000 gedruckt sein wird“ dienen);
" wollten wir aber in einem solchen Falle zu der Konstruktion,
die bei der Formulierung der Definition (6) verwendet wurde,
Zuflucht nehmen, so wiirden wir uns allen den Verwicklungen
- aussetzen, von denen oben die. Rede war.

In dieser Sachlage dringt sich der Gedanke auf, bei der
Losung unseres Problems zu anderen Methoden zu greifen.
Ich will hier nur auf einen derartigen Versuch aufmerksam
‘machen, nimlich auf den Versuch, eine.strukturelle Defi-
nition zu konstruieren. Das allgemeine Schema dieser Defi-
nition wiirde sich annshernd folgendermassen darstellen: -eine
-wahre dussage ist eine Aussage, welche die und die strulturellen
Eigenschaften '(d. i. Eigenschaften, welehe die Gestalt und
Aufeinanderfolge der einzelnen Bestandteile des Ausdrucks

betreffen) besitzt oder welche man aus so und so strukturell - -

beschricbenen Ausdriicken mit Hilfe der und der struliurellen
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Umformungen gewinnen kann. Als Ausgangspunkt koénnen hier
zahlreiche aus der formalen Logik geschopfte Gesetze dienen,
welche 'aus gewissen strukturellen Eigenschaften der Aussage .
auf ihre ‘Wahrheit bzw. Unwahrheit oder aus der Wahrheit -
bzw. Unwahrheit gewisser Aussagen auf analoge Eigenschaften
'anderer Aussagen, die man aus den gegebenen Aussagen
“mit Hilfe djeser oder jener strukturellen Umformungen erhalten
kann, zu schliessen gestatten. Hier einige triviale Beispiele
solcher Gesetze: jeder Ausdruck, der aus wvier Teilen besteht,
von denen den ersten das Wort ,wenn, den dritten das Wort
250%, den zweiten und den vierten dieselbe Aussage bildet, ist
eine wahre Aussage s wenn eine wahre Aussage aus vier Teilen

besteht, wvon denen den ersten das Wort ,wenn®, den zweilen . .

eine wahre Aussage, den dritten” das Wort ,s0“ bildet, so ist -
auch der vierte Teil eine wakre Aussage. Solche Gesetze (beson-
-ders: ‘yom zweiten Typus) haben eine: grosse Tragweite: mit
"ihrer: Hilfe kann man z. B. jede fragmentarische Definition
der Wahrheit, deren Umfang eine beliebige Kategorie von
" Aussagen umfasst, auf alle zusammengesetzten Aussagen aus-
dehnen, die man aus Aussagen der gegebenen Kabegorie durch
ihre Verbindung mittels solcher Ausdriicke, wie ,wenn-..., so%
sdann und nur.dann, wenn¥, ,oder%, .,und¥, ,nicht* —. kurz
gosagt, mittels der zum Grebiete des sog. Aussagenkalkiils (Theorie
der Deduktion) gehérenden Ausdriicke — aufbauen kann. Dies
fithrt auf die Idee, geniigend viele, geniigend starke und allge-
meine Gresetze von der erwihnten Art aufzustellen, so dass jede
Aussage unter eines dieser Gesetze fallen miisste; auf diese
. Weise .wiirde man eine allgemeine strukturelle Definition einer
" wahren Aussage erreichen. Auch dieser Weg scheint jedoch fast
aussichtslos, wenigstens in Bezug auf die Umgangssprache. Die
" Umgangssprache ist nichts ,Fertiges®, Abgeschlossenes, durch
deutliche Grenzen Umrissenes; es steht nicht. fest, welche
Worte man zu dieser Sprache hinzufiigen kann, welche also im
gewissen Sinne ihr schon. ,potentiell* angehéren; wir sind.
nicht imstande, unter den Ausdriicken der Sprache diejenigen,.
welche wir Aussagen nennen, strukturell zu bestimmen; umso
.~ weniger aber konnen wir unter allen Aussagen die wahren
charakterisieren... Der Versuch, eine strukturelle De-
finition des Terminus ,wahre Aussage®. aufzu-
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bauen; stdsst — auf dié Umgangssprache ange- .
wendet — auf, Schwxerlgkelten, die wir ‘hicht
iberwinden kénnen, | :

Das Scheitern der bisherigen. Versuche fithrt von selbst
auf. die Vermutung, dass das hier betrachtete Problem sich
iberhaupt nicht in befriedigender Weise losen lisst. Man kann
sich tatsichlich auf gewichtige Argumente allgemeiner Natur
berufen, welche diese Vermutung nahelegen und- welche ich
hier nur kurz besprechen werde.

Ein charakteristisches Merkmal der Umgangssprache (im™
Gegensatz zu verschiedenen wissenschaftlichen Sprachen) ist '
ihr Universalismus: es wire mit dem Geiste dieser Sprache-
unvereinbar, wenn in irgend einer anderen Sprache Worte oder
Ausdriicke auftreten wiirden, die man nicht in die Umgangs-
- sprache iibersetzen kénnte; ,wenn man iiberhaupt iiber irgend
etwas sinnvoll sprechen kann, so kann man dariiber auch in -
" der Umgangssprache sprechen“ Dieser universalistischen Ten-.
denz der Umgangssprache in Bezug auf semantische Unter-
suchungen folgend, miissen wir konsequenterweise in die Sprache -
neben ihren beliebigen Aussagen und anderen Ausdriicken
auch die Namén dieser Aussagen und Ausdriicke, weiterhin -
die Aussagen, welche diese Namen enthalten, ebenso solche
semantische Atsdriicke wie ,wahre Aussage¥, ,Name¥, ,be-

zeichnen* w: s. w. aufnehmen. Andrerseits 1st eben dieser .-

. Universalismus der Umgangssprache im Gebiete der Semantik
vermutlich die wesentliche Quelle aller sog. semantischen
Antinomien, wie der Antinomie des Liigners oder der hetero-

logischen Worte; diese Antinomien scheinen einfach ein Beweis -

daftir zu sein, dass sich auf dem Boden jeder Sprache, welche -
im obigen Sinne universal wire und fiir welche hiebei die nor-
malen Gesetze der Logik gelten sollten, ein Widerspruch
ergeben muss. Dies betrifft besorders jene Formulierung der -
Antinomie des Liigners, welche ich Seite [10] und [11] ange-
geben habe und welche keine Anfithrungsfunktion mit variablem
Argument enthilt. Wenn wir namlich die Antinomie in obiger.
Formulierung analysieren, so gewinnen wir die Uberzeugung,
dass keine wiederspruchsfreie Sprache existieren kann, fiir
welche die gewdthnlichen Gesetze der Logik gelten und die
zugleich folgende Bedingungen erfiillt: (I) neben einer belie-:
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- bigen Aussage, welche in der Sprache-auftritt, gehort auch ein
‘gowisser Einzelname dieser Aussage zur Sprache; (II) jeder
Ausdruck, der aus (2) durch Ersetzung des Symbols ,p“ durch
eine - beliebige Aussage der Sprache und des Symbols ,z“ —
durch einen Einzelnamen dieser Aussage entsteht, soll als
wahre Aussage dieser Sprache anerkannt werden; (III) in der
betrachteten Sprache lisst sich eine empirisch begriindete und
mit (@) gleichbedeutende Primisse formulieren und als eine
wahre Aussage anerkennen ?). '
Sind obige Bemerkungen richtig, so sche int selbst
~die Moglichkeit eines konsequenten und dabei mit
den Grundsitzen der Logik-und dem Geiste der
Umga,ngsspra,che iibereinstimmenden Gebrauchs
. des Ausdrucks ,wahre Aussage“ und, was daraus
folgt, die Mdglichkeit des Aufbaus 1rgend welcher
korrekten Definition dieses Ausdrucks sehr in.
Frage gestellt.

§ 2. Formalisierte Sprachen, insbesondere
die Sprache des Klassenkalkiils.

Den Versuch einer Losung des besprochenen Problems
in Bezug auf die Umgangssprache gebe ich also aus den im -
§ 1 dargelegten Griinden auf und beschrinke mich im weiteren
Verlaufe der Untersuchung ausschliesslich auf die formali-
sierten Sprachen??). Ich konnte sie ungefihr als solche
(kinstlich konstruierte) Sprachen charakterisieren, in denen

- 9) Die Antinomie der heterologischen Worte (die ich hier nicht dar-
stellen werde — vgl. Grelling-Nelson,, 8. 807) tbertrifft die Antinomie
des Liuigners insoweit an Einfachkeit, als in ihrer Formulierung keine
empirische Primisse auftritt, die («) analog wire; sie fithrt auch zu einer

" entsprechend stirkeren Schlussfolgerung es kann keine widerspruchsfreie
Sprache geben, welche die iiblichen Gesetze der Logik beibehilt und zwei
gewisse Bedingungen erfiillt, die (I) und (II) analog-sind, sich aber von
jemen dadurch unterscheiden, ddss in ihnen nicht yon Aussagen, sondern

"von Namen und nicht von der Wahrheit der Aussagen, sondern von der
Relation des Bezeichnens die Rede ist:

19) Die fur formalisierte Spra.chen gewonnenen Ergebmsse habei

~auch in Begug  auf die Umgangssprache eine gewisse Geltung und zwar °
dank.dem Universalismus der letzteren: indem wir éine beliebige Defini-
tion’ einer wahren Aussage, Adie fur.diese oder, jene, formalisierte Sprache.
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der Sinn jedes Ausdrucks durch. seine Gestalt eindeutig bestimmt
ist. Ohne sine vollig erschépfende. “und prizise Beschreibung
zu versuchen, die wohl mit grossen Schwiérigkeiten zu kampfen
hiitte, werde ich hier auf einige" wesentliche Eigenschaften
aufmerksam machen, welche die aktuell bekannten formali-
sierten Spféchen besitzen. Und zwar: (a) fiir jede dieser Sprachen
gibt man an oder beschreibt (strukturell) simtliche Zeichen,
aus denen die Ausdriicke der Sprache gebildet
sind; (B) unter allen méglichen Ausdriicken, die aus diesen
Zeichen gebildet werden konnen, sondert man mit Hilfe rein
struktureller Eigenschaften diejenigen dus, die als Aussagen

_bezeichnet werden. Ferner konstruiert man die formalisierten

Sprachen, wenigstens bis jetzt, ausschliesslich zu dem Zwecke,
um suf ihrem Boden formalisierte deduktive Wissen-
schaften zu betreiben; die Sprache wichst mit der Wissen-
schaft zu einem Ganzen zusammen, so dass man von der Sprache
dieser oder jener formalisierten deduktiven Wissenschaft spricht, .
anstatt von dieser oder jener formalisierten Sprache zu reden..
Darum treten, im Zusammenhang mit der Art, wie deduktive
‘Wissenschaften aufgebaut werden, weitere charakteristische
Eigenschaften der formalisierten Sprachen auf. Und zwar:
(y) gibt man an oder beschreibt strukturell eine Kategorie von
Aussagen, welche man Axiome oder Grundsitze nennt;
(0) in speziellen Regeln, den sog. Sechlussregeln, hebt man

. gewisse Operationen von strukturellem Charakter hervor, welche

die Umformung von Aussagen in andere Aussagen ermdoglichen,
wobei die Aussagen, welche man aus gegebenen Aussagen durch
ein- oder mehrmalige Anwendung dieser Operationén gewinnen

kann, Folgerungen aus den gegebenen Aussagen genannt. -
werden; insbesondere werden die-Folgerungen aus den Axiomen

als beweisbare oder anerkannte Sadtze bezeichnet).

konstruiert wurde, in die Umgangssprache iibersetzen, erhalten wir eine
fragmentarische Definition der Wahrheit, welche eine weitere oder engere
Kategorie von Aussagen umfasst.

11y Die Formalisierung einer Wissenschaft lisst gewdhnlich die Ms- ©

glichkeit der Binfiihrung neuer Zeichen in die Wissenschaft zu, die anfangs
explicite nicht angegeben worden sind. Diese Zeichen ~— definierte

" Zeichen genannt (im Gegensatz zu den Grundzeichen) — erscheinen

zum ersten Mal in der Wissenschaft in Ausdrticken von spezieller Struktur,

~den sog. Definitionen, welche men suf Grund besonderel Regeln —
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Es eriibrigt sich vielleicht hinzuzufiigen, dass uns hier
»formale* Sprachen und Wissenschaften in einem -besonderen
Sinne des Wortes ,formal gar nicht interessieren, némlich
solche Wissenschaften, deren Zeichen und Awusdriicken kein
inhaltlicher Sinn zukommt. Fiir solche’ Wissenschaften ver-
liert das hier besprochene Problem jede Relevanz, ja es wird
hier geradezu unverstdndlich. Den Zeichen, die in den hier
betrachteten Sprachen sauftreten, 'schreiben wir immer ganz
“konkrete und fiir uns verstindliche Bedeutungen zu!%). Die
" Ausdriicke, die wir Aussagen nennen, bleiben Aussagen auch
‘nach der Ubersetzung der in ihnen auftretenden Zeichen in
die Umgangssprache ; Aussagen, die als Axiome ausgezeichnet
wurden, -scheinen uns inhaltlich wahr zu sein; bei der Wahl
der Schlussregeln leitet uns stets das Prlnz1p, dass man auf
Grund dieser Regeln, wenn sie auf wahre Aussagen angewendet
werden, zu neuen wahren Aussagen gelangen soll?S).

Im Gegensatz zur Umgangssprache besitzen die formali-
sierten Sprachen keineswegs den universalistischen Charakter,
von dem am Ende des vorigen Paragraphen die Rede war.
Insbesondere enthilt der grosste Teil dieser Sprachen iiber- -
. haupt keine Termini aus dem Gebiete der Lehre von der
Sprache, also z. B. keine Ausdriicke, die Zeichen und Ausdriicke . -
derselben oder einer anderen Sprache bezeichnen oder die
zwischen ihnen bestehende Strukturzusammenhinge beschrei-
ben (solche Ausdriicke werde ich in Ermangelung eines besse-
ren Terminus strukturell-deskriptive mnenmnen). Darum
miissen wir immer, wenn wir die Sprache einer formalisierten
“ deduktiven Wissenschaft untersuchen, zwischen der Sprache,

der Definitionsregeln — konstruiert. Die Definitionen werden manch-
mal als anerkannte Sitze der Wissenschaft' betrachtet. Dieses Moment
.der Formalisierung einer Sprache werde ich im weiteren Verlaufe nicht .
in Betracht ziehen. .
' 1) Genau genommen betnﬁ't dies emng die sog. Konstanten Va-
riable und technische Zeichen (wie Kla.mmeln, Punkte u. 8, w.) besitzen
keine selbstindige Bedeutung; sie iiben dagegen einen wesentlichen Ein-
fluss auf die Bedeutung der Ausdriicke aus, deren Bestandteile sie sind.
13) Schliesslich werden’ die Definitionen so konstruiert, dass sie die

~..~Bedeutung der Zeichen, welcle in die Sprache eingefithrt werden, mit

Hilfe von Grundzeichen .und bereits definierten - Zeichen erla.utern oder
bestimmen (vgl. ). N T
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von der wir sprechen, und der Sprache, in der wir sprechen,
sowie auch zwischen der. Wisgenschaft, die Gegenstand der
Betrachtung ist, und der Wissenschaft, in der die Betrachtung
angestellt wird, deutlich unterscheiden. Die- Namen der Aus-
driicke der ersten Spraché und der.zwischen ihnen bestehenden
Relationen gehoren schon zu der zweiten Sprache, der sog.
Metasprache (welche ibrigens die Grundsprache als Fragment
enthalten kann); die Beschreibung dieser Ausdriicke, die Defi-
nition der komplizierteren — und zwar besonders der mit dem
Aufbau einer deduktiven Wissenschaft verkniipften — Begriffe
(wie des Begriffs der Folgerung, des beweisbaren Satzes, ev.
~.der wahren Aussage), die Bestimmung der Eigenschaften dieser ‘
Begriffe ist schon die Aufgabe der zweiten Wissenschaft, die
als Metawissenschaft bezeichnet wird.

Fiir eine recht umfangreiche Gruppe von formalisierten -
- Sprachen kann man eine Methode angeben, welche die Kon-
struktion korrekter Definitionen der wahren Aussage fir jede
einzelne dieser Sprachen ermdglicht. Die allgemeine, abstrakte
" . Beschreibung dieser Methode und der Sprachen, auf welche sie
Anwendung findet, wiirde recht beschwerlich und nicht beson-
ders iibersichtlich sein. Ich ziehe es daher vor, den Leser auf .
* einem anderen Wege mit dieser Methode bekannt zu machen:
ich werde namlich eine Definition dieser Art in Bezug:auf
eine ganz konkrete Sprache bilden und zugleich ihre wichtig-
sten Konsequenzen darlegen; die Fingerzeige, die ich sodann
im § 4 dieser Arbeit geben werde, werden — so glaube ich —
in hinreichendem Maasse belehren, wie man die an diesem
Beispiele veranschaulichte Konstruktionsmethode - auf andere
Sprachen von einem #hnlichen logischen Bau anwenden kann.

Als Objekt meiner Betrachtungen wihle ich die Sprache o

einer #usserst einfachen und dem Leser sicherlich gut bekann-
ten deduktiven Wissenschaft, n#mlich des Klassenkalkils. .
~ Der -Klassenkalkiil ist — Wie bekannt — ein Teilstiick der
‘mathematischen Logik und kann als eine der Interpretationen
ener ,formalen“ Wissenschaft, die gewohnlich Algebra der
Loglk genannt wird, aufgefasst werden 14),

- %) Vgl Schrsder, L Bd (besonders S. 160 —163) und White-"
head- Russell,, Vol. 1., 8. 205-—212. .
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Unter den Zeichen, aus denen die Ausdriicke der betrach-
teten Sprache bestehen, unterscheide ich zwei Arten: Kon-
stante und Variable15). Ich fithre nur vier Konstante ein:
das Negationszeichen ,N% das Zeichen der logi-
schen Summe (Alternative, Disjunktion) ,4% das
Allzeichen ,II*. und endlich das Inklusionszeichen
»I“ 16). Diese Zeichen betrachte ich als beziehungsweise gleich-
bedeutend mit den Ausdriicken der Umgangssprache ,nicht¥,
noder*, ,fir ein beliebiges* (in dem Sinne, in.welchem dieser
Ausdruck z. B. in Aussage (6) des § 1 verwendet wurde) und
pist in... enthalten®. Als Variable kénnte man prinzipiell ganz .
beliebige Symbole verwenden, wenn nur ihre Anzahl nicht im
' Vorhinein begrenzt ist und wenn sie ihrer Grestalt nach sich von
den Konstanten unterscheiden. Fiir den weiteren Verlauf der
Betrachtungen ist jedoch die genaue Angabe der Gestalt dieser
Zeichen, und zwar in solcher Weise, dass man diese Zeichen
leicht in eine Folge anordnen (abzihlen) kann, technisch wichtig.
Ich verwende also hier als Variable ausschliesslich solche
Symbole wie ,z,% ,2,“, »%,,“ und:analoge Zeichen, die.aus

15) Dagegen vermeide ich es, indem ich mir eine Bemerkung
von Tiukasiewicz nutzbar mache,” hier in die Sprache irgend welche .
technische Zeichen (wie Klammern, Punkte u. s. w.) einzufithren, und
dies hauptsichlich dank dem Umstande, dass ich in jedem sifinvollen

' .Ausdrucke die Funktoren stets vor die Argumente stelle; vgl. Luka.~

siewicz,, insbesondere S, V u. 40.

16) In dem Klassenkalkil treten gewohnlich noch viele andere
Konstante auf, z. B. das Existenzzeichen, die Zeichen der Implikation,.
des logischen Produkts (der Konjunktion), der Aquivalenz, der Gleich-
heit sowie des Komplements, der Summe und des Produkts von Klas--
sen!t); darum lésst sich in der betrachteten Sprache — formal genom:
men — nur ein Bruchstiick des Klassenkalkiils begriinden. 'Es ist aber
zu bemerken, dass alle Konstanten des Klassenkalkitls in diese Sprache
als definierte Termini eingehen konnten, wenn wir die Formalisierung
.der Sprache vervollstindigten, indem wir die Einfithrung neuer Zeichen
mit Hilfe' von Definitionen!!) erméglichten; dank ‘diesem Umstande
gentigt schon unsere fragmentarische Sprache, um jeden Gedanken auszu- -
dritcken, der in der vollstindigen Sprache der betrachiteten Wissenschaft
formuliert werden kann. — Ich bemerke noch, dass-man aus der betrach-
teten Sprache sogar das Zeichen der Inklusion: ., J¢ elir'ninieren kann;
<"indem man die Ausdricke vom Typus ,xy* (wo anstatt ,x® und ,y¢
-beliebige Variable auftreten) so interpretiert, wie wir 1m wexteren 'Verlauf
den Ausdruck ,,Ia:y“ mterpretleren werden.
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dem Symbol ,z* und’ einer Anzahl kleiner, unten angefigter -
Striche -bestehen. Das Zeichen, welches. % kleine unten ange-
fiigte Striche enthilt: (wo % eine beliebige natiirliche, von O
- verschiedene Zahl ist), soll Variable Z&*r Gestalt heissen.
In der inhaltlichen Interpretation der Sprache, die ich hier stets
im Auge habe, reprisentieren die Variablen immer Namen von
Klassen von Individuen. Als Ausdriicke der Sprache treten
~ teils einzelne Konstante und Variable, teils Komplexe solcher .
“aufeinanderfolgenden Zeichen auf, z. B. ,z,Nz,%, ,NIz,z,,",
Alz,z,, I, 2,4 % ,IzIx,,z,"* 2I,,,"% o s. w Aus-
driicke . vom Typus ,Np“, ,4dpg“, ,Izp“ und ,lzy“, wo an

Stelle von ,p* und ,g“ beliebige Aussagen oder Aussage- . .

. funktionen (die Bedeutung dieser Termini wird unten erklirt
werden) und an Stelle von ,z% und ,y“ beliebige Variable
auftreten, lesen wir beziehungsweise: ,nicht p* oder ,es ist nicht
wahr, dass p“1%), ,p oder g%, ,fiir eine beliebige Klasse z—p*
und ,die Klasse # ist in der Klagse y enthalten®. Von zusam-
mengesetzten Ausdriicken, d. i solchen, die keine Zeichen

sind, kann man behaupten, ‘dass sie aus zwei oder meh- . -

reren anderen, -einfacheren Ausdriicken bestehen; so
besteht z. B. der Ausdruck ,NIz,z,,“ aus dexi zwel aufeinander-
folgenden Ausdriicken 7,N und oIz, 2,,% oder aus den Aus-
driicken ,NI%, und ,,cv,z,, oder endlich aus den Ausdriicken
» NIz, 4 und AN

Das elgenthche Gebiet der folgenden Betrachtungen wird
- freilich nicht die Sprache des Klassenkalkiils selbst, sondern |
die ihr entsprechende Metasprache sein; unsere Untersuchungen
gehoren zu dem. auf dem Boden dieser Metasprache entwi-
ckelten. ,Metaklassenkalkil“. Hieraus entspringt das
Bediirfnis, den Leser — wenn auch nur fliichtig — mit der
Struktur der Metasprache und der Metawissenschaft bekannt
zu machen. Ich beschrinke mich hier auf die zwei wichtigsten
Momente, nimlich auf die Aufzshlung aller der Zeichen und
Ausdriicke, von denen ich in der Mebasprache Gebrauch machen

"1y Aus stlllstlschen Grunden gebrauchen wir ma,nchmal anstatt
des Wortes ,nicht* den Ausdruck ,es ist nicht wahr, dass“, wobei wir
diesen- ganzen Ausdruck .als ein emzelnes ‘Wort behandeln, ohne seinen
einzelnen Teilen und insbesondere dem in jhm auftretenden Worte ,wahr¢
irgendwelche selbstindige Bedeutung zuzuschreiben. :
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werde, ohne ihre Bedeutung im Verlaufe der Untersuchung
ndher zu erkliren, und auf die Aufstellung eines Systems
der Axiome, welche zur Grundlegung der Metawissenschaft
oder wenigstens zur Begriindung der in dieser Arbeit enthal-
tenen “Ergebnisse geniigen. - Diese beiden Momente stehen in
inniger Verbindung mit dem fundamentalen .Problem unserer -
Untersuchungen: wiirden wir sie mnicht berticksichtigen, “so
kénnten wir weder sinnvoll behaupten, dass es uns gelungen
sei, irgend einen Begriff auf dem Boden der Metasprache korrekt
definiert zu haben, noch dass die konstruierte Definition diese

oder jene -Konsequenzen besitze. Ich will dagegen hier gar . * -

nicht versuchen, -der Metawissenschaft den Charakter einer
streng “formalisierten deduktiven Wisgenschaft zu verleihen.
Ich begniige mich- einzig mit der Bemerkung, dass — ausser
" den zwei angefiihrten Momenten — der Prozess der Formali-
‘sierung der Metawissenschaft keine spezifische Eigenart auf--
weist; insbesondere unterscheiden sich die Schluss- und Defi-

nitionsregeln in mnichts von den Regeln, die beim Aufbau
anderer formalisierter deduktlvel Wissenschaften Anwendung
finden. :

Unter den Ausdriicken der Metasprache kann man zwei -
Kategorien unterscheiden. Die erste Kategorie bilden A us-..
driicke von allgemein-logischem Charakter, die
aus irgend einem .gentigend ausgebauten System der mathema-«
tischen Logik geschopft sind8); man kénnte sie in. Grund-
ausdriicke und definierte Ausdriicke einteilen, dies wire jedoch
in diesem Zusammenhange ganz zwecklos. Wir werden hier
in erster Reihe die Ausdriicke wiederfinden, welche mit den.
Konstanten der von wuns betrachteten Wissenschaft gleich-
bedeutend .sind, also ,nicht* bzw. ,es ist nicht wahr;,
dass“1?), ,oder% ,fir ein beliebiges“ und ,ist in....
enthalten* — symbolisch , CC % Diesem Umstand ist es
zuzusohreiben, dass wir jeden -Ausdruck der Sprache in die

18) Z. B. aus dem Werke Wh1tehead -Russell (1ch bea.bsmhﬁlge
hier jedoch keineswegs .irgend eine. spezielle logische Symbolik anzu-
wenden und werde — ausser den Ausnahmen, die ich explicite angeben

" "werde, — Ausdriicke dér Umgangssprache gebratichen). Uber die Bedeutung

der unten angegebenen allgemem-logmchen Ausdrﬁoke mformlert auch
Carnap,.. . _ e v A o
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Metasprache libersetzen konnen ; so bildet z. B. die Aussage ,fir
jedes a (bzw. fiir jede beliebige Klasse a) — aCat
die Ubersetzung des Ausdrucks ;IIz,Iz,z,“. Zu derselben Kate-
gorie gehort weiterhin eine Reihe analoger Ausdriicke aus dem

" Gebiete des Aussagenkalkiils, des Funktionenkalkiils (Theorie
der scheinbaren Variablen) und -des Klassenkalkiils, z. B.
swenn..., so¥ ,und“ ,dann und nurdann, wenn¥
ofir ein gewisses z¢ (oder ,es gibt ein solches g,
dass...%), yist nicht in.., enthalten* — symbolisch ,(”¢,
si8t mit... identisch® — symbolisch ;=% ,ist von...
verschieden* — symbolisch ,=3=¢, ,ist ein Element* —
symbolisch ,&%, ,ist kein Klement¥ — symbolisch ,e&¢,

pIndividuum¢ ,Klasse% ,leere Klasse¥, - Klasse

aller solchen'z, dass® u. s. w. Ferner finden wir hier
manche Ausdriicke. aus dem Bereich der G‘rlemhmaehtlgkelts-
theome und der Arithmetik der Kardinalzahlen, z. B. yendli-
che Klasse¥ ,unendliche Klasse¥, nMachtlgkelb einer

Klasse!, ,Kardinalzahl¥ ,natiirliche Zahl* (oder

sendliche ‘Kardinalzahl“), sunendliche Kardinal-

zahl¥, ,0% n1% 024 5<Y 5> W< 528 S a e

Ich werde endlich mancher Termini aus der Logik der Rela-

tionen bediirfen. Die Klasse aller der Gegenstéinde z, denen

' wenigstens e1n Gegenstand y derart entspricht, dass s Ry (d. 1.,

dass zwischen z und y die Relation B besteht), wird — wie

' bekannt — Bereich der zweigliedrigen Relation R

genannt; . analog wird- Gegenbereich der Relation R

die Klasse aller der Gegenstinde y genannt,. fir welche es

wenigstens einen (Gegenstand z gibt, derart dass zRy. Bei

einer mehrgliedrigen Relation sprechen wir nicht vom Bereich .

und Gegenbereich, sondern vom 1ten, Qten Zten  pten Bg.
reich der Relation. Die Relation, deren Bereich nur ein
Element z und deren Gegenbereich nur ein Element y umfasst
(welche also zwischen den Gegenstinden z und y und sonst
zwischen keinen anderen zwei Gegenstinden besteht), heisst
ein geordnetes Paar, dessen erstes Glied 'z und
dessen zweites y ist. Von den mehrgliedrigen Relationen
ausgehend, bestimmen wir in analoger Weise geordnete
Tripel, Quadrupel und allgemein geordnete n-Tupel.
Wenn es fiir jeden Gegénstand y, der zum Gtegenbereich der.
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zweigliedrigen Relation R gehort, nir einen Gegenstand z
gibt, derart dass z Ry, so wird die Relation B eindeutig (oder
einmehrdeutig) genannt. Eine grosse Rolle wird in unseren
Erwigungen der Begriff der Folge' spielen. Eine unend-
liche Folge ist jede eindeutige Relation, deren Gegenbereich
die Klasse aller natiirlichen Zahlen mit Ausnahme der Null ist;
in ahnlicher Weise bezeichnet der Terminus yendliche Folge
von n Gliedern“ jede eindeutige Relation, deren Gegenbe-
reich aus allen natiirlichen Zahlen % besteht, derart dass
1<k<n (wo n eine beliebige natilirliche, von O verschiedene
'Zahl ist). Das einzige #, welches die Formel: s R% (fiir eine
gegebene Folge R und eine gegebene natiirliche Zahl %) erfiillt,
nennen. wir das kt* Glied der Folge R oder das Glied
der Folge R mit dem Index % und bezeichnen es mit dem
Symbol ,R.* Wir sagen, dass die Folgen R und § sich
héchstens an der k**» Stelle unterscheiden, wenn
zwel beliebige entsprechende Glieder dieser Folgen R; und S
identisch sind, hochstens mit Ausnahme der At Glieder R
und S,, welche verschieden sein kénnen. In den folgenden

Erwigungen werden wir es mit Folgen. von Klassen und von - .

natiirlichen Zahlen zu tun haben, d. i. mit Folgen, deren simtliche
Glieder entweder Klassen von Individuen oder natiirliche Zahlen
sind; insbesondere werden wir eine Folge, deren sidmtliche
Glieder Klassen sind, die in einer gegebenen Klasse @ enthalten
sind, eine- Folge von Teilklassen von Klasse a nennen.
Im Gegensatz zu der ersten Kategorie von Ausdriicken
wird die zweite Kategorie durch spezifische Termini,
der Metasprache von strukturell-deskriptivem
Charakter gebildet, also durch Namen von konkreten Zeichen
und Ausdriicken der Sprache des Klassenkalkiils, Namen von
Klassen, von Folgen solcher Ausdriicke und von zwischen
ihnen bestehenden strukturellen Relationen. Es gehéren hieher
'in . erster Linie die Termini. ,das Negationszeichent, .
ndas Zeichen der logischen Summe¥ ,das Allzei-
chen¥ ,das Inklusionszeichen¥ ,die Variable kter
 Gestalt¥, ;der Ausdruck, der aus zwei aufeinander-
-~ folgenden Ausdriicken z und y besteht* und ,Aus-

- druck®; als Abkiirzungen der ersten sechs Termini werde

. » 3 . N u “" - 3 u N -
ich. beziehungsweise die. Symbole ,zg", . ,sm“, . ,al%, ,in%
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a2 und ,zny“ verwenden (das Zeichen ,»*% bezeichnet also
eine Folge, deren Glieder ‘die aufeinanderfolgenden. Variablen
Vg, Ugy - Vgyeon smd) Diese Termini habe ich schon frither
verwendet — . als ich den Leser einleitend in die Sprache des
- Klassenkalkiils einfithrte; ich hoffe, dass dank den in dem
betreffenden Abschnitte enthaltenen Bemerkungen und Bei-
spielen der Sinn der besprochenen Termini keine Zweifel offen
lasst. Mit Hilfe dieser Termini (und. eventuell der allgemein-
logischen Termini) -kann man alle anderen Begriffe der Meta-
wissenschaft von strukturell—deskriptivem Charakter definieren.
Insbesondere lésst sich, wie leicht zu ersehen ist, fiir jeden
einfachen oder zusammengesetzten Ausdruck der Sprache, die
Gegenstand der Untersuchung ist, in der Metasprache ein
individueller Name dieses ,Ausdrucks von demselben Typus
wie die strukturell-deskriptiven Namen der Umgangssprache
~ konstruieren (vgl S.[9] und [10]); so kann z. B. als Name des Aus-
drucks ,NIz,z,,* der symbolische Ausdruck ((ng nin) A 'vl) Ny
dienen. Der Umstand, dass man jedem Ausdruck (und besonders
jeder Aussage) der betrachteten Sprache in der Metasprache

einerseits einen. individuellen Namen dieses Ausdrucks und .

andrerseits einen Ausdruck, welcher die. Ubersetzung dieses
Ausdrucks in die Metasprache ist, zuordnen kann, wird eine
entscheidende Rolle bei der Konstruktion der Definition der

»+- Wahrheit spielen, wovon sich der Leser i im nachsten Paragraphen

iberzeugen wird.

. Als Vanable werde ich in der Metasprache die Sym-
bole (1) ,a“, ,b% (2) nfu] 29 PhY () k4, HIY, ,mé
w2y aD% (&) pt% puty ywh, 3¢ ayd, g2¢ und () pX*, »Y¢
verwenden; sie repridsentieren in dieser Ordnung die Namen:
(1) der Klassen von Individuen von beliebigem Charakter 19),
(2) der Folgen von solchen Klassen, (3) der natiirlichen Zahlen

“und der. Folgen von natiirlichen Zahlen, (4) der Ausdriicke 1°)

. und der Folgen von Ausdriicken: und (6) der Klassen von
Ausdriicken. :

Wir wenden uns dem Ax1omensystem der Metasprache Zu.

Ziundchst. bemerke ich, dass dieses System — den zwei Kate-

19) Trotzdem ich in den. I‘a.llen (1) und (4) verschiedene Va.rla.ble
verwende, behandle ich hier die Ausdricke als spezielle Klassen von
Individuen, namlich als Klassen konkreter Schriftzeichenreilen (vgl. 9).
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gorien von Ausdriicken der Metasprache entsprechend — zwei
.ganz verschiedene Arten von Aussagen umfasst: einerseits
die-allgemein-logischen Axiome, die zur Grundlegung
. eines geniigend umfangreichen . Systems der mathematischen
Logik hinreichen, andrerseits die spezifischen Axiome
der Metasprache, welche gewisse elementare und mit der
Anschauung iibereinstimmende Eigenschaften der oben bespro-
chenen strukturell-deskriptiven Begriffe beschreiben. Es er-
tibrigt sich wohl, die auch sonst gut bekannten Axiome der
ersten Art hier explicite anzufithren ®); als Axiome der zweiten

Art kann man z. B. folgende Aussagen annehmen %)

A\:mom 1. ng, sm, al und m sind Ausdricke; unter
diesen vier Ausdrucloen gtbt es keine zwei tdentischen. e

A.'mom 2. v ist ein Ausdruck dann und nur damn,
. wenn k. eine von O verschiedene natiirliche Zahl ist; v, ist von
den Awusdriicken. ng, sm, al, in und auch, wenn Ia:i:l von
jedem der Awusdriicke v, verschieden.

Aziom 8. z~y ist ein Ausdruck dann und nur dann, .-

wenn ¢ und y Ausdriicke sind; z~y tst von den Ausdriicken
ng, sm, al, in und von jedem der Ausdriicke v. verschieden.

Aziom 4. Sind z, y, 2z und t Ausdricke, so gilt
T~y =2~t dann und nur dann, wenn eine der folgenden Bedin~
gungen erfillt ist: (&) z=2 und y=1; (B) es gibt einen solchen
Ausdruck w, dass s=zcu und t=wun~y; (y) es gibt einen
solchen Ausdruck w, dass 2= ~u und y=wn~{.

Aziom 5. (das Prinzip der vollstandzgen In- -

duktion). Sei X eine Klasse, welche folgende Bedingungen
erfillt: (@) ngeX, smeX, ale X und ineX,; () ist k eine
von O wverschiedene natirliche Zahl, so v,eX; (y) ist zeX
und yeX, so auck z nyeX Dann gehort jeder Ausdruck
zur Klasse X.

. Der. inhaltliche Sinn der Axiome 1-—4: be_darf keiner nﬁ,he-_
- ren Erlduterungen ; im Axiom b findet der Umstand, dass’ jeder

2°) Man konnte sie wieder dem Werke Wh1tehead Russelli ent-
nehmen (vgl. 18),
: ) Soviel mir bekannt 1st ist bisher die Meta.w1ssenschaft _niemals
in der Form eines axiomatisierten Systems dargestellt worden, '

19
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Ausdruck aus einer endhchen Anzahl von Zeichen besteht
eine prizise Formulierung. : : -
Man koénnte nachweisen, dass obzges Aziomensystem kate-
gorisch ist; dieser Umstand garantiert uns in einem gewissen
Grade, dass es ein geniigendes: Fundament fiir den Aufbau

_der Metasprache bildet %2).

Manche von den angegebenen Axiomen haben einen aus-
gesprochen existentialen Charakter und  ziehen weitere Folge-

.-rungen derselben Art nach sich. Unter diesen Folgerungen

verdient die Behauptung beachtet zu werden, die besagt, dass
die Klasse aller Ausdriicke unendlich (genauer — abzihlbar) ist.
Unter dem Aspekt anschaulichen Denkens scheint diese Aus-
sage zweifelhaft und jedenfalls wenig evident zu sein, weshalb
das ganze Axiomensystem einer ernsten Kritik unterzogen
werden kann; bei genauerer Analyse wiirde sich tibrigens diese
Kritik aussschliesslich auf die Axiome 2 und 8 als die wesentli-
chen Quellen des Infinitismus in der Metawissenschaft be-
schrinken. Dieses schwierige Problem will ich hier nicht néher
erdrtern ). Man konnte freilich alle erwédhnten Konsequenzen

. N T )
22) Den Terminus ,kategorisch® gebrauche ich im Sinne O. Veblen’s

(vgl. Veblen,, S. 846). Warum ich in der Kategorizitit eines Axiomen-

systems eine objektive Garantie dafiir sehe, dass das betrachtete System ..
“gur Grundlegung der entsprechenden deduktiven Wissenschaft gentigt,

beabsichtige ich nicht niher auszufiihren; eine. Reihe von Bemerkungen
zu dieser Frage enthilt Fraenkel;, S. 347—3891.

In der Interpretation des Terminus ,kategorisch® herrschen ge-
wisse, tibrigens nicht ‘besonders bedeutende Meinungsverschiedenheiten.
Obne darauf niher einzugehen, bemerke ich, dass bei einer von den
moglichen Interpretationen der Beweis, dass das System kategorisch ist,
die Hinzuftigung zweier weiterer Axiome  zu dem im Texbe angegebenen

" Axiomensystem der Metawissenschaft erfordern wiirde. In diesen Axiomen;

die ‘sonst ohne grossere Bedeutung sind, wtirde die spezifische Auffissung
der Ausdriicke als Klassen (vgl. %) zu Tage treten: das eine Axiom wilrde

besagen, dass zwei beliebige Ausdriicke disjunkte Klassen sind (d. b. keine

gemeinsamen Elemente besitzen), im zweiten wiirde — in irgend einer

. Weise — die Zahl der Elemente jedes Ausdrucks.festgesetzt werden.

) Es kommen hier z B. folgende recht subtile Momente in Frage.
Normalerweise fasst man die Ausdriicke als Produkte menschlicher Ti-

- tigkeit (bzw. als Klassen solcher Produkte) auf; bei dieser Auffassung
scheint die Vermutung, dass es unendlich viele Ausdriicke gibt, ein offen--

barer Unsinn zu sein. Es bieteb sich aber die Moglichkeit einer anderen
Interpretation des Terminus ,Ausdruck¥: man kénnte nimlich als Aus-
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. vermeiden, wenn mad die Axiome in geniigendem Grade von
den existentialen Voraussetzungen befreien wiirde. Man muss
-jedoch den Umstand in Betracht ziehen, dass die Eliminierung
oder Abschwichung eben dieser Axiome, welche die Existenz
aller méglichen Awusdriicke garantleren, den Aufbau der Meta-
wissenschaft ungemein erschweren, eine Reihe der gebrauch-
lichsten Schlussfolgerungen unmdglich machen und dadurch
betrichtliche Komplikationen in der Formulierung der Defi-
nitionen und Behauptungen nach sich ziehen wiirde; dies tritt
" sogar — wie wir uns spéter iiberzeugen werden — mnerha.lb der
vorhegenden Untersuchungen zu Tage. Aus diesen Griinden lohnt
es sich, die Betrachtung wenigstens prov1sorlsch auf das ange-
" gebene ‘Axiomensystem in seiner priméren unabgeschwachten

" - Gestalt zu stiitzen..

‘Unter Beniitzung der vorher aufgezshlten Ausdriicke und
Symbole der Metasprache werde ich nunmehr jene Begriffe
definieren, welche dem XKlassenkalkiil den Charakter einer
formalisierten deduktiven Wissenschaft verleihen, und zwar die
Begriffe der Aussage, des Axioms (des Grundsatzes),
der Folgerung und des beweisbaren (oder anerkann-
ten) Satzes. Zunichst fihre ich jedoch eine Reihe von
Hilfssymbolen ein, die zur Bezeichnung verschiedener einfacher
Typen von Ausdriicken dienen und. die ferneren Konstruktionen
sehr erleichtern. : '

DeAfinz'tion 1. z ist eine Inklusion mit dem Vor-
derglied v, und dem Hinterglied v, — symbolisch
g =u,; — dann und nur dann, wenn = (N A~v) V.

Definition 2. w ist eine Negation des Ausdrucloé
y — symbolisch. x=_g} — dann und nur dann, wenn T =ngy.

Definition 8. =z ist eine logische Summe (4dlier-
native, Disjunktion) der Ausdricke y und z — sym-
bolisch'a;’-,——y-i-z,— dann und nur dann, wenn == (smn~y)n~z.

driicke alle physischen Kérper von bestimmber Gestalt und Grosse be-
trachten Der Schwerpunkt des Problems verschiebt sich dann in das
.Geblef; der Physik, die Beha.upbung von der unendlichen Anzahl der Aus-
+""dfticke ist nicht mehr unsinnig und bildet sogar eine spezielle Konsequenz
der Voraussetzungen, die in der Physﬂc oder in der Geometrie normaler-
weise angenommen ‘werden. .
®
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Definition 4. ¢ ist einé logische Summe der
Ausdricke t,,4,...1, (oder eine logische Summe einer
endlichen n- glwdrzgen Folge t von Ausdriicken). —

symbolisch z = Ek t, — dann und nur dann, wenn t eine endliche

" n-gliedrige Folge wvon Ausdriicken ist, welche eine der fol-

genden Bedingungen erfillt: (&) n=1 und z=t, (§) n>1 und
x—Zktk—i— te?).

, Definition 5. z ist ein logisches Produlkt (eine
Konjunlctzon) der Ausdriicke y und z — symbohsck

r=9y.2 — dann und nur dann, wenn x—y-}-z

Definition 6. = isteine Generalisation des Aus—
drucks y fiir die Variable vy, — symbolisch z =[], y —
damz und nur dann, wenn T = (al ~v) ~¥.

Definition 7. g ist eine Generalcsatwn des Aus-
druclos y far die Varza,blen Up,y Upyy oo -Up, — symbolzsck

En
T.= nl’k y — dann umi nur dann, wenn p eine endliche n-glie-

drige Folge wvon natiirlichen Zahlen ist, welche eine von den
folgenden Bedingungen erfullt (@) n=1 und z= f’l,,l %, (ﬂ) n>1

En—1
N, 9

Py
Definition 8. zist eine Generalisalion des Aus-
drucks y damn und nur dann, wenn entweder z =1y oder
wenn es eine endliche n-gliedrige Folge p von natirlichen Zahlen.

X En
gtbt, derart dass z = n?k' Y.

%) Die Definition 4 ist, wie ersichtlich, eine induktive (rekursiye)

- Definition und gibt als solche Anlags zu gewissen Bedenken methodo-
. logischer Natur. Es ist aber wohl bekannt, dass man mit Hilfe einer

allgemeinen Methode, deren Ides von G. Frege und R. Dedekind
stammt (vgl. Dedekind,, S, 8340, ferner Whitehead-Russell,, Vol. L,

‘8. BB0—B57 und Vol. IIL, S. 244), jede induktive Definition in eine 1hr

dquivalente normale Deﬁmtwn umformen kann; dies ist jedoch insofern:
unpraktisch, als die so gewonnenen Formulierungen eine kompliziertere .
logische Struktur besitzen, weniger tbersichtlich in Bezug auf ihren
Inhalt und zu weiteren Ableitungen minder geeignet sind. Schon aus

diesen Griinden beabsichtige ich' auch im wéiteren Verlaufe nicht, die = ----- -

induktiven' Definitionen zn vermeiden.
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Definttion 9. z ist eine 'Pa,rtilculari.sation des
Ausdrucks y fir die Variabl’e v, — symbolisch z=\) , y —

dann und nur dann, wenn T = n 9.

Die Operationen, durch welche wir aus gegebenen Ausdrii-
cken Negationen, logische Summen nnd: Generalisationen bilden,
kénnte man beziehungsweise Negieren, logisches Ad-
dieren und Generalisieren nennen. Wenn wir als Aus-
gangspunkt die Inklusionen ¢;; nehmen und an ihnen beheblg
oft die genannten Operationen vollziehen, so gelangen wir zu .
einer umfangreichen Klasse von Ausdriicken, die -den Namen
Aussagefunktionen tra,gen Als einen Sonderfall eben
dieses Begnﬂ'es werden wir den Begriff der Aussage erhalten.

Defznztzon 10. gz ist eine Aussagefunkiion dann
und nur dann, wenn z ein Ausdruck ist, welcher eine der vier
folgenden Bedingungen erfillt: (a) es gibl solche wnutiirliche -
Zahlen k wnd 1, dass z=1,:; (B) es gibt eine solche Aussage- .
funktion y, dass z=y; (y) es gibt solche Aussagefunktionen y
und 2, dass z=y-+z; (J) es gibt eine solche natirliche Zahl k
und eine solche Aussagefunktion y, dass ©= ),y %).

-%5) Die Definition 10 ist eine rekursive Definition von etwas anderem
Typus als z B. die Def. 4, denn es fehlt in ihr der ubliche ,Ubergang
von n—1 zu #*. Um diese Definition auf eine gewdohnliche induktive Defi-
nition gzuriickzufithren, misste man den Ausdruck ,x st eine dus-
sagefunkiion des nten Grades® indukfiv definieren (die Inklu-
sionen ¢, , wiren dann Funkfionen des Oten Grades, die Negationen und die
logischen Summen dieser Inklusiomen, sowie ihre Generalisationen fiir
" eine beliebige Variable — Funktionen des lten Grades u. 5. w.) und dann
einfach feststellen, dass ,a ist eine Aussagefunktion* dasselbe bedeutet
wie ,es gibt eine solche natiirliche Zahl n, dass x eine Aussagefunktion
des nten Grades ist“. Man konnte auch die Def. 10 in eine ihr-iquiva-
lente normale Definition umformen, und zwar z. B. in folgender Weise:

v ist eine Aussagefunktion doamn und nur donn, wenn jede
Kiasse X, welche folgende vier Bedingungen erfillt: («) sind k und 1
natiirliche, von 0 werschiedene Zahlen, so y, 6 X; (8) ist yeX, .
50 auch yeX; (y) ist yeX und ze X, so auch y+st (6) it & .
eine von 0 verschiedene natiirliche. Zahl und ist yeX, so MNyyeX —-
auch der Formel: weX geniigt. .

Es soll betont werden, dass die rekursiven Deﬁmtlomen vom Typus.-
~"'der -Def. 10 viel ernsteren methodologischen Bedenken ausgesetzt sind

als gewohnliche induktive Definitionen, denn im Gegensatz zu den letz-
teren. lassen die.Aussagen von diesem Typus nicht immer eine. Umformung
in a.quwa.lente normale Definitionen. zu (vgl. 24). Der Umsta.nd dass im
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Der Def. 10 gemdss konnen als Beispiele yon. Aussage-
funktionen die Augdriicke: ,Iz,z,,%, ,NIz,z,,,%, ,AlIz,2,, I, 2,",
z,Niz,z,,“ und viele andefe dienen. Dagegen gehoren die
Ausdriicke: ,I¢, Iz, ,AIz,z,,,% ol Irz,* w s. w. nicht zu
dieser Kategorie. Es ist leicht ersichtlich, dass wir fir jede Aus-
_sagefunktion der Sprache sozusagen automatisch in der Meta-
‘sprache einen strukturell-deskriptiven Namen dieser Funktion
‘konstruieren konnen, indem wir uns ausschliesslich der Symbole
bedienen, die in den Def. 1,2, 3 und b eingefithrt worden
sind., So z. B. fungieren als Namen der oben als Beispiele an-
- gefithrten Aussagefunktionen beziehungsweise die symbolischen

43
. Ausdriicke: 12,,,13,,,13-!-531 undnnuz-

Definition 11. v, ist eine freie (reelle) Variable

. der Aussagefunkiion ¢ dann und nur donn, wenn k eine

von O verschiedene natiirliche Zahl und z eine Aussagefunition,
st welche eine von den. folgenden vier Bedingungen erfillt:
(@) es gzbt eine solche natirliche Zahl l, dass z=1;,; oder T=1y 3,

(B) es gibt eine solche Aussagefunkiion y, dass v eme. freie
Variable der Funkiion y ist und dabei a;;——’g;,- (y) es gibt solche -

Aussagefunktionen y und z, dass v, eine freie’ Variable der
Aussagefunktion y ist und dabei x=y-+2z oder auch v=z+y;
(0) es gibt eine solche von I verschiedene Zahl I und eine solche

g 'Aussagefunktion y, dass v, eine freie Variable der Funktion y

ist’ und dabei z= nly

Variable, die in einer Aussa,gefunktmn auftreten, aber

keine-freien Variablen dieser Funktion sind, werden gewdshnlich
gebundene (scheinbare) Variable genannt?9).

betrachteten  Falle eine solche Umformung mdoglich ist, erklirt sich durch.

die spezielle Beschaffenheit der in der Definition auftretenden Begriffe
(ndmlich dadurch, dass jeder Ausdruck sus einer endlichen Anzahl von
Zeichen besteht und dass die in den Bedingungen (8)—(J) angegebenen

Operationen immer von ktivzeren zu lingeren Ausdriicken fithren). Wenn

ich trotzdem in dieser Arbeit mehrmals Definitionen dieser Art an Stelle von
ihnen #quivalenten normalen Definitionen angebe (Def. 10,11, 14,92 und 24),
5o tue ich es deshalb, weil diese Definitionen bedeutende Vorzuge ganz
anderer Natur besitzen: sie heben den Inhalt der definierten Begriffe klarer
als die normalen Definitionen hervor und bediirfen dabei — zum- Unter-
schied von der gewshnlichen induktiven Definitionen — keiner vorherigen

'Binfghrung von Hilfsbegriffen; die im Ubrigen nutzlos sind (2. B. des

Hilfsbegriffes einer Aussagefunktion des nten Grades).
%) Vgl. Hilbert-Ackermann,, S, 52—54,

v e e g

I
i
i
I
|
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Definition 12. © ist eine Aussage (oder eine sinn-
volle Aussage) — symbolisch veds — dann und nur dann,
wenn « eine Aussagefunktion ist und. wenn dabei keine Va-
riable v, eine freie Variable der Funktion z zst

So sind z B. die Ausdriicke: [1;¢5,1, {12 ty,2:
N: Uzt Ny (‘1,1+n U. 12,1) Aussa,gen, dagegen sind die
Funktionen:- t;,5, Mg t1,8s b1,1+ n1 Us ¢,y keine Aussagen, da
sie die freie Variable », enthalten. Das Symbol ,4s% bezeichnet
laut obiger Definition die Klasse aller sinnvollen Aussagen 7).

Das System der Grundsiitze des Klassénkalkiils: wird *
zwei Kategorien von Aussagen umfassen. Die Aussagen der
- ersten Kategorie gewinnen wir in der Weise, dass wir ein be-
liebiges Axiomensystem in Betracht ziehen, welches zur Grund-
legung des -Aussagenkalkiils geniigt und die Zeichen der Nega-
tion und der logischen Summe als einzige Konstante ent-
hilt, also z B. das aus folgenden vier Axiomen: ,dNAppp®,:
.2ANpdpg*, ,ANApgdgp* und wANANpgANArpArq® beste-
hende Axiomensystem 2%); in diesen Axiomen ersetzen wir die .
Aussagevariablen ,p%, ,¢“ und ,r% durch beliebige Aussage-
~funktionen und an den so erhaltenen Ausdriicken vollzichen wir,

falls sie nicht schon Aussagen sind, beliebig oft die Operation
des (Generalisierens, bis alle freien Variablen verschwunden sind. -
Als Beispiele kénnen die Aubsagen wANAIlz, Ix,z} lIx,Ix, z,%,
oIz, Iz, ANIz, %, A Iz, 2,1z, 2,* w. s. w. dienen. Um zu den
- Aussagen der zweiten Ka,tegone zu gelangen, nehmen wir als
Ausgangspunkt irgend ein Axiomensystem des noch mnicht for--
malisierten Klassenkalkiils, welches das Zeichen der Inklu-
sion ‘als einziges Grundzeichen enthélt 29) und iibersetzen die-

¥ Begriffe, die ich im weiteren Verlauf des § 2 besprechen:werde,
kommen in der Definition der wahren Aussage selbst nicht vor. Ich werde
dagegen von ihnen in den vorbereitenden Betrachtungen am Anfang des
§ 8, welche die endgiltige Form der Definition begriinden, Gebrauch.
machen, sowie auch bei-der Formulierung gewisser Konsequenzen dieser
Definition (Sitze 8—6 aus § 3), welche charakteristische, inhaltlich wich- -
tige Eigenschaftén der wahren Aussagen ausdricken.

3%) Dieses Axiomensystem ist das Resultat einer Modifikation und
. Vereinfachung des Axiomensystems, welches sich in dem Werke White-
‘head-Russell, (Vol. I, 8. 96—97) findet; vgl. Hilbert-Ackermanmn;,
8. 22,

%) Ich meine hier das System von Postulaten, Welches im Altlkel
Huntington,, 8. 297 angegeben ist (dieses System haben wir jedoch
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Axiome dieses Systems in die hier betrachtete Sprache; selbst-
verstindlich haben wir vorhér die ‘mit Hilfe des Inklusions-
" zeichens definierteri Konstanten zu eliminieren, sowie alle Termini
aus dem Gebiete des Aussagen- und Funktionenkalkiils, die sich
bei inhaltlicher Deutung von dem Allzeichen, dem Negations-
zoichen und dem Zeichen der logischen Summe unterschei-
den. Als Beispiele von Awussagen dieser Kategorie fithre ich -
oz, Ix,z,* und Iz, Iz, %, ANIz,s, AN, 2, 1z,2,," an..

- Definition 18. z ist ein Aziom (ein Grundsatlz)
dann wund nur dann, wenn z eine von den zwei folgenden
Bedingungen erfillt: (o). zeds und es gibt solche Aussage-
funlctionen ¥, 2 und u, dass z eine Generalisation einer von den

- vier A%@nlctionen ist: y+y+y, y+@w+2), y+z+ @+ y) und

y—i—z-l—(u—l—y-i— (u—{—z:)); (B) z ist mit einer von den finf Aus-
sagen identisch: My4,1; MifaNs(yatistueh NiNaUs
(‘1,3"2,3 -}ﬂ;(ﬁi+g.—4+ls,4)): N: N. Us (‘s.1 la,g: N. (74':+?,z +
+-4‘4,s)) und 1, Uz(ﬂg.m ((’—s—,;+ ’;,—2_'*‘ ’3,4)- (;;;+2;Ts.+“4,3)) .

. ns(‘s,s_‘i‘- Us (‘s,i-“s,z -‘c,s)))- _
Bei Formulierung der Definition des Folgerungsbegriffs

werde ich ‘u. a. folgenden Ausdruck gebrauchen: ,u ist
ein aus der Aussagefunktion w durch Einsetzung
der Variablen w, fir die Variable #» gewonmnener
Ausdruck®. Der inhaltliche Sinn dieses Ausdrucks ist klar
und einfach, trotzdem nimmt die Definition eine etwas kompli-:
zierte Form an: - ‘

Definition 14. z ist ein aus der 4 ussagefunk- '
tion y durch Einsetzung der (freien) Variablen v, .
fir die (freie) Variable v, gewonnener Ausdruck
dann und nur dann, wenn k und I natiirliche, von O versehiedene
Zahlen und z und y Aussagefunlkiionen sind, welche eine von den
sechs folge;nden Bedingungen erfilllen: (@) z= b, und y= b5
(B) es gibt eine solche natiirliche, von I wverschiedene Zahl m,

dass z=v, . und y=qy , oder auch z=y ., und y=1,

, & , 17

vereinfacht, indem wir u. a. gewisse Voraussetzungen von existentialem
Charakter eliminiert haben). . : )
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(y) .o, ist keine f9 eie Variable der Funkiion y und =y,
(0) es gibt solche Aussagefunktionen z und i, dass _-z, Y= ¥
und z ein aus der Funltion ¢ durch Einsetzung der Variablen v,
far die Variable v, gewonnener. Ausdruck ist; (g) es gibt solche
Aussagefunlitionen z, t, w und w, dass t=z+u, y=it-+w, wobei z
und w bezichungsweise aus den Funktionen ¢ und w durch Ein-
setzung der Variablen v, fir die Variable v, gewonnene Aus-
driicke sind; (L) ‘es gibt solche Aussagefunktionen z, ¢ und eine
solche natiirliche, von k und 1 verschiedene Zahl m, dass v= N,z
y=N,t und z ein aus der Funktion ¢ durch Einsetzung der
Variablen v, fir die Variable v, gewonnener Ausdruck ist®).
So sind z. B. laut obiger Definition die Ausdriicke: ¢ ,,
N5 (t3,142,5) und ¢ g+ s ts,3 beziehungsweise aus den Funk-
tionen: & 4, (s (13,5 +ts,5) Und 45,5+ M5 45,5 durch die Einsetzung
der Variablen v, fiir die Variable v, gewonnen; den Ausdruck
N;4,s kann man dagegen auf diesem Wege aus der Funktion -
N3 t,; nicht . gewinnen, ebensowemg den Ausdruck Ni4,,
aus der Funktion ;4.
Zu den Fol(rerungen aus einer gegebenen Klasse von Aus-
sagen zihlen wir in erster Reihe alle Aussagen dieser Klasse,

- ferner alle Aussagen, welche wir aus ihnen gewinnen kdnnen,
indem wir an ihnen vier Operationen beliebig oft vollziehen, .

namlich  die Operationen der Einsetzung, der Abtren-
nung, ferner der Hinzufﬁgung und der Weglassung
des Allzelchens“) Wollten wir dlese Operatlonen nicht

30) Eine normale, der oblgen rekurswen dquivalente Deﬁmtxon
ist die folgende (vgl. 25)):

. @ ist ein aus der Aussagefunktion y~durch FHinselzung der Va- -
riablen v, fir die Variable v, gewonnener Ausdruck dann und nur
dann, wenn k und 1 natiirliche, von 0 verschiedene Zahlen sind und
wenn jede Relation R, welche die sechs folgenden Bedingungen erfiillt:
(@) 4,3 B o5 (B) ist m eine natiirliche, von O und von | verschiedene
Zanl, so y R v, und i, B o, ,; (y) ist 2z eine Aussagefunktion
und ist v, keine freie Variable der Funltion z; so zRz; (6) ist 2R, |
so 2 R%; (5) ist zRt und uRw, so z+u R t+w; ({) ist m eine na-
tiérliche, von O,k und | verschiedene Zahl und ist zRt, so [,z R N, 8, —
auch der Formel: x Ry genvigt.

..~ Auf einer ganz -anderen Idee beruhen die Definitionen der Em-
setzung in denm Arbeiten Ledniewski;, S 73 (T. E XLVI.I) und

Leéniewski,, S. 20 (T. B, XLVII).
i) Vel Lukamewmzu S. 159 163 Luka.smwmz Ta.rs]n“ S. 46.

N
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ausschliesslich an Aussagen, sondern an beliebigen Aussage-
funktionen vollziehen wund als Ergebnis ebenfalls Aussage- -
funktionen erhalten, dann wiirde. die Def. 14 den Sinn .der
Finsetzungsoperation in vollstindiger Weise bestimmen, die
Operation der Abtrennung wiirde den Funktionen y und y--z
die Funktion z zuordnen, die Operation der Hinzufiigung des
Allzeichens ~wiirde. in der Bildung der Funktion y+,2
.aus der Funktion y-+2z bestehen (unter der Bedingung, dass
v; keine freie Variable der Funktion y ist), die Operation der
Weglassung des Allzeichens wiirde dagegen in umgekehrter
Richtung fortschreiten — von der Funktion y+ (1,2 zur Funk-
tion g-+4231), Hier “wollen wir uns jedoch auschliesslich auf
Aussagen (im Sinne:der Def. 12) beschrinken, und deshall
werden wir obige Operationen in der Weise modifizieren, dass
wir an Stelle der betreffenden Aussagefunktionen die Aussagen
betrachten werden, welche (Greneralisationen dieser Funktio-
nen sind.. '

Un idie Konstruktion zu vereinfachen, definiere ich vorerst.
den Hilfsbegriff der Folgerung nt® Grades:

Definition 15. z ist eine Folgerung n'* Grades’
aus der Aussagenklasse X dann und nur donn, wenn
reds, XCT As, n eine natirliche Zahl ist und dabei entweder
(@) n=0 wnd zeX, oder n>0 und eine der folgenden fiinf
Bedingungen erfillt ist: (8) z ist eine Folgerung n—1%" Grades
' aus der Klasse X; (y) es gibt solche Aussagefunktionen u und w,

eine solche Aussage y und solche natiirliche Zahlen k& und I,
‘dass © die Generalisation der Funktion u, y die Generali-
sation der Funktion w ist, w sich aus der Funktion w durch
Einsetzung der Variablen v, fir die Variable v, gewinnen ldsst
und dass y eine Folgerung n—1*" Grades aus der Klasse X ist;
(0) es gibt solche Aussagefunktionen u und w sowie Aussagen y
und z,. dass z, y und 2z bezichungsweise Generalisationen der .

Funktionen u, w+u und w sind und dass y( und z Folgerungen
des. n—1%" Grades aus der Klasse X sind; (€) es gibt solche Aus-
sagefunktionen uw und w, eine solche Aussage y und eine soléhe_
natirliche ‘Zakl k, dass = eine Generalisation der Funktion
%+ N,w, y eine Generalisation der Funktion u-+tw, v, keine
freie Variable der Funktion w ist und dass y eine Folgerung
n—1% Grades aus der Klasse X ist; (L) es gibt solche. Aussage-
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funktionen u und w, eine solche Aussage y und eine solche
natirliche Zahl k, .dass - eine Generalisation der Funkition
u+w, y eine Generalisation .der Funktion u-+[),w ist und
dabet y eine Folgerung des n—1*" Grades aus der Klasse X ist.

Definition 16. z ist eine Folgerung aus der Aus-
sagenklasse X — symbolisch ¢eFl(X) — dann und nur
dann, wenn es eine solche natirliche Zahl 7 ‘gibt, dass z - eine
Folgerung n Grades aus der Klasse X ist®%).

Definition 17. z ist ein beweisbarer (oder aner-
kannter) Satz — symbolisch veBw — dann und nur dann,
wenn ¢ eine Folgerung aus der Klasse aller Grundsdtze ist.

‘Wie man leicht ersieht, gehdren zu den anerkannten
Sétzen im Sinne der obigen Definition sowohl alle Aussagen,
die man aus den Lehrsitzen des Awussagenkalkiils *auf ganz -
gleiche Weise erhalten kann, auf welche die Grundsitze der
ersten Kategorie (d. i. diejenigen, welche die Bedingung (@) der -
Def. 13 erfiillen) aus den Axiomen dieser Theorie entstanden sind,
wie ‘auch alle bekannten Sitze des nicht formalisierten Klassen—
kalkils, falls sie nur vorher in die Sprache, die den Gegenstand
der Betrachtungen bildet, tibersetzt wurden. Um sich davon zu

32) Den Begnff der Folgerung konnte ‘man auch unmittelbar (d i
ohne Hilfe der Folgerung des mten Grades) z B, in folgender Weise
einfithren:

: 2 e 1 (X) dann und nur dann, wenn X< 4s und wenn jede Klasse Y,
. welche folgende finf Bedingungen erfillt: (o) X CY; (§) wenn yeds, y
eine Generalisation der Funltion u, z eine Generalisation der Funlk-
tion w ist, w sich aus der Funktion w durch Iinsetzung der Variablen v,
 Siir die Variable v, gewinnen Iisst und dabei zeY, so auch ye¢Y;
(y) wenn yed, y, 2 und ¢ bezichungsweise Generalisationen der Funk-

tionen u, w+u und w sind und dabei zeY und te¥, so auch ye¥Y;
(6) wenn yed, w und w Aussagefunitionen sind, y eine Generalisation
" der Funktion u--,w, = eine Generalisation der Funiition wt+w ist,
v, keine freic Variable der Funktion w ist und dabei zeY, so auch-
yeY; () wenn yed. u und w Aussagefunitionen sind, y eine Generali-
sation der Funkiion w+w, 2 eine Qeneralisation der Funkiion w4 n,w
ist und dabei 25 Y, so auch yeY, — zugleich der Formel: xeY geniigh-
Bs ist jedoch zu bemerken,: dass wir durch Umformung der eben

angegebenen Definition in eine rekursive Aussage vom Typus der Def, 10
eine Aussage gewinnen, welclie weder der obigen Definition noch irgend
einer anderen normalen Definition iquivalent ist (vgl 26).:
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iiberzeugen, ahmen wir in jedem konkreten Fall den entspre-
chenden.. Beweis aus dem Gebiete des Aussagenkalkiils -oder
- des Klassenkalkills' in der Metawissenschaft nach. So z. B.
lagst sich in der oben' erwihnten Weise u. a. aus dem"
. bekannten Lehrdatz des Aussagenkalkills ,4Npp“ die Aus-
sage (1, (£1,1+ 11,1) gewinnen. Indem wir den Beweis dieses Lehr-
satzes 9) transpomeren, legen wir der Reihe nach dar, dass laut

der Def. 13 M, (1 + 41 +14,0), Ml + (b1 + ‘h;)) und

n, (‘1,1+‘1,1+‘1,1 + (;;;+(‘1,1+‘1 v+ (E + ‘1,1))’ Grundsiitze’
sind; demnach ist n1(l1,1+(!1,1+‘1,1)+(‘1,1+ ‘1,1)) der Def. 16 -

"gemiss, eine Folgerung des 1t Grades und N. (tm—}—zm)
eine Folgerung des 2! Grades aus der Klasse aller Grundsitze.
n1 (,1 ey, 1) ist also, mit Riicksicht auf die Def. 16 und 17,

ein anerkannter Satz

An den Belsplelen solcher- Schliisse kann man sich d1e

Schwxemgkelten vorstellen, welche sofort entstehen Wurden,
wenn man aus den Axiomen der Metawissenschaft die in ihnen
enthaltenen Voraussetzungen existentialer Natur eliminieren
wollte. Der Umstand, dass die Axiome uns Jetzt nicht mehr

die Hxistenz der emzelnen Aussagen gewihrleisten wiirden,

.von denen wir dartun mochten, dass sie beweisbar sind, fiele
weniger ins Gewicht; Wesenthche Bedeutung besitzt erst der
Umstand, dass wir, sogar unter der Voraussetzung der Existenz
. dieser oder jener konkreten Aussage ihre Beweisbarkeit.
nicht begriinden konnten, denn im Beweise miissten wir uns
. auf die Existenz anderer, in der Regel komplizierterer Aus-
sagen berufen (wie man schon aus dem Beweis des Satzes

nni(zl_'ﬁd+tl,1)eBw“, den wir oben skizziert haben, ersieht).
So lange wir es mit- speziellen Sétzen vom Typus ,2¢Bw" zu tun
- hatten, konnten wir uns in der Weise Rat schaffen, dass wir
diese Sitze mit Priémissen Versehen, welche die Existenz der
zum Beweise notwendigen Aussagen gewéhrleisten. Die Schwie-
rigkeiten wiirden bedeutend wachsen, wenn wir zu ‘Sitzén
von allgemeinem Charakter - ibergingen, die besagen, dass-
alle Aussagen gewisser Art beweisbar oder — mnoch allge-
meiner — Folgerungen aus der gegebenen Aussagenklasse sind; .

23) Vgl..Whltehea,d-R-usselli, Vol. L, 8. 101, *2'1.
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oft miissten wir dann in’ die'Préimissen allgemeine existentiale
Voraussetzungen aufnehmen, die nicht schwicher wiren als

diejenigen, welche wir aus Griinden der Evidenz aus den

Axiomen eliminiert hétten 3).

. Auf Grund des oben Gesagten konnte man den Stand-
punkt einnehmen, dass die Def. 17 im. Falle der Verwerfung
der existentialen Vorausseétzungen nicht mehr alle Eigenschaf-
ten erfasst, welche wir dem Begriff des anerkannten Satzes

zuschreiben. Es entsteht dann das Problem einer  geeigneten
sKorrektur“ der obigen Definition; priziser ausgedriickt — es -

wiirde sich um die Konstruktion einer Definition des aner-
kannten . Satzes handeln, welche der Def. 17 auf dem Gebiete

der existentialen Voraussetzungen #dquivalent wire und dabei — -
bereits unabhingig von diesen Voraussetzungen — jeden Satz

vom Typus ,wenn die Aussage  existiert, so.zsBw" nach sich
ziehen wiirde, falls man nur den entsprechenden Satz ,zeBw"
mit Hilfe der betrachteten Voraussetzungen beweisen konnte.
Ich skizziere hier kurz einen Versuch der.Liosung dieses Problems.

Man kann leicht nachweisen, dass das in der Metawissen-
schaft angenommene Axiomensystem eine Interpretation in der
Arithmetik der natiirlichen Zahlen besitzt: zwischen den Aus-
driicken und den natiirlichen Zahlen lasst sich eine eineindeu-
- tige Zuordnung durchfithren, wobei man den Operationen -an
Ausdriicken Operationen an Zahlen -von denselben formalen
Eigenschaften zuordnen kann. Wenn ' man diese Zuordnung

in Betracht zieht, kann man aus der Gesamtheit aller Zahlen.

jene aussondern,. welche den Aussagen zugeordnet sind, unter
_ihnen die ,Grund“-Zahlen hervorheben, den Begriff der ,Fol-

gerung® aus einer gegebenen Klasse von Zahlen: einfiithren und -

endlich die ,anerkannten Zahlen als ,Folgerungen aus der
" Klasse aller ,Grund“-Zahlen definieren. Wenn ‘wir nun sus
den Axiomen  die existentialen Voraussetzungen eliminieren,
so verschwindet: die eineindeutige Zuordnung: jedem Ausdruck
wird auch weiterhin eine natiirliche Zahl, aber nicht jeder
. Zabl ein Ausdruck entsprechenj.trotzdem darf man den vorhin
~ bestimmten Begriff der ,anerkannten“ Zahl beibehalten und
_.die anerkannten Sitze als solche definieren, die den pB1-

EN*) Dies kann man, lelcht am ‘Beispiele der Satze 11 12 24 und 28
* ‘aus dem §8 ersehen
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~erkannten® Zahlen zugeordnet sind. ‘Wenn wir auf Grund
- dieser neuen Definition zu erweisen versuchen, dass eme kon-
krete Aussage anerkannt ist, werden wir — wie leicht zu
ersehen ist — nicht mehr gezwungen sein, uns auf die Existenz
irgend welcher anderer Aussagen zu berufen. Nichtsdestoweniger
-wird der Beweis — was mit Nachdruck betont werden muss —
auch weiterhin eine (wenn auch schwichere) existentiale Vor-
aussetzung erfordern, nimlich die Voraussetzung, dass es genii-
gend viele natiirliche Zahlen oder — was auf dasselbe hinaus-
lauft — geniigend viele verschiedene Individuen gibt. . Um’
also aus der neuen. Definition alle erwiinschten Schliisse abzu-
leiten, miissten wir in der Metawissenschaft das sog. Axiom
der Unendlichkeit -annehmen, d. i. die Voraussetzung,
nach. welcher die Klasse aller Individuen unendlich ist?%). Es
ist mir kein anderer, wenn auch noch weriger natiirlicher und
komplizierterer Weg bekannt, der unabhingig von obigem
Axiom zu einer zufriedenstellenden Losung des aegebenen
" Problems: fithren wiirde. o - -

Im Zusammenhang mit den Begrlﬁ'en der Folgerung

und des anerkannten Satzes habe ich sog. Schlussregeln
erwihnt.. Wenn man n#mlich den Aufbau einer deduktiven
‘Wissenschaft selbst und.nicht die auf dem- Gebiete der Meta-.
wissenschaft durchzufiihrende Erforschung einer solchen Wis-
senschaft beabsichtigh, so gibt man anstatt der Def. 17 eine
' Regel an, nach der man zu einer Wissenschaft jede Folgerung -
aus den Axiomen dieser Wissenschaft als anerkannten Satz
hinzuftigen darf. In unserem Falle konnte man diese Regel in
" vier Regeln zergliedern — den vier Operationen entsprechend,
die wir bei der Konstruktion der Folgerungen anwenden.

Mit Hilfe der Begnﬁ’e der Aussage und der Folgerung
lassen sich schon in die Metawissenschaft alle wichtigsten
methodolégischen Begriffe einfiihren, insbesondere die Begnﬂ’e
des deduktiven Systems, der Wlderspruchsfrel-
heit und der Vollsténdigkeit2t),

Definttion 18. X ist ein dedukiives System dann
‘und nur dann, wenn Fl(X)C XC As.

%) Vgl. Whitehead-Russell, Vol. IT,, 8. 208.
®) Vgl. Tarslq,, insbesondere S. 869, 387—-388 und’ 390
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Definition 19, X ist eine widerspruchsfreie
Klasse von Aussagen dann und nur donn, wenn X C ds
und wenn — fir jede beliebige Aussage z — entweder z & Fl (X)
oder © ¢ I’l(X)

‘ Definition 20 X ist eine vollstdndige ‘Kilasse
von Aussagen dann undnur dann, wenn X C As und wenn —
fur . jede beliebige Aussage z — entweder z¢& Fl(X) oder
Te Fl(X). :
In den weiteren Betrachtuntren wird sich noch em Begrlﬂ’
als niitzlich erweisen:

‘Definition 21. -Die Aussagen o und y sind dquiva-
lent mit Rilcksicht auf.die dussagenklasse X dann
und nur dann, wenn veds, yeds, XT 4s und wenn zugleich
t+yeFl(X) und y-+ze FL(X).

" Eine nihere Analyse der in diesem Paragraphen einge-
filhrten Begriffe . wiirde die Grenzen der vorliegenden Unter-
suchungen tiiberschreiten.

§ '3. Der Begriff der wahren Aussage in der Sprache
des Klassenlﬂlkuls.

Ich gehe nun zum Hauptproblem dieser Arbeit uber —_
nimlich zur Konstruktion der Definition der wahren Aus-
-sage, wobei die- Sprache des Klassenkalkiils weiterhin . der
Gegenstand- der Betrachtungen bleibt. '

Es konnte im ersten Augenblick scheinen, dass im gegen-
wirtigen Stadium unserer Betrachtungen diese Aufgabe ohne
Schwmngkelten golost werden kann, dass ,wahre Aussage® -
in Bezug auf die Sprache einer formalisierten deduktiven Wis- -
senschaft nichts anderes bedeutet, als - ,beweisbarer (anerkann-
ter) Satz“ und dass mfolgedessen die Def. 17 zugleich eine
Definition der wahren-Aussage ist, und zwar eine Definition
von rein. strukturellem Charakter. Nach niherer Uberlegung
miissen wir jedoch obige Anschauung schon aus folgendem
Grunde ablehnen: keine mit dem Sprachgebrauch iibereinstim-

. _mende Definition der wabren Aussage darf dem Prinzip des

ausgeschlossenen Dritten widersprechende Konsequenzen nach
sich mehen, im Gebiete der anerkannten Sétze aber hat dleses
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Prinzip keine Geltung — ein einfaches Beispiel zweier einander
widersprechender Aussagen (d. i. solcher, dass die eine die
Négation der anderen ist), "von denen keine beweisbar -ist,
bietet z. B. das unten angegebene Lemma K. Der Umfang
“der beiden betrachteten Begriffe ist also nicht identisch; alle
beweisharen Sitze sind ohne Zweifel — vom inhaltlichen Ge-
sichtspunkt aus — wahre Aussagen (wenigstens wurden die
Def. 18—17 des. § 2 im Hinblick darauf formuliert), aber
‘die Definition der wahren Aussage, die wir suchen, muss ausser-
dem Aussagen umfassen, die nicht beweisbar sind %7),
Versuchen wir an das vorliegende Problem von einer ganz
anderen Seite heranzutreten, indem wir zur Idee einer seman- .
tischen Definition aus dem § 1 zuriickkehren. Wie ‘wir schon
aus § 2 wissen, entspricht in der Metasprache jeder Aussage,
die zur Sprache des Klassenkalkiils gehort, einerseits ein indi-
" vidueller Name dieser Aussage von strukturell-deskriptivem
Typus, andrerseits eine mit der gegebenen Aussage gleich-

\

37 Es kommt hier auch der Umstand in Betracht, dass — im
~Gegensatz zu dem Begriff der wahren Aussage — der Begnﬁ‘ des beweis-
baren Satzes in- Anwendung auf manche deduktive Wissenschaften einen
recht zufilligen Charakter besitzt, der hauptsichlich mit der histori-
schen Entwicklung der Wissenschaft zusammenhiéingt. Hs ist manchmal -
schwer, die-objektiven Griinde anzugeben, aus welchen wir den Umfang
dieses Begriffs in dieser oder jener Richtung verengern oder erweitern.

+ 8o,z B. wird —. wenn es sich um den Klagsenkalkiil handelt — auf Grund

der Definitionen des § 2 die Aussage [);[)su,3, welche die Existenz
wenigstens zweier verschiedener Klassen festgtellt, nicht anerkannt —
was im Lemma E ausgedriickt werden soll. Auch lisst sich diese Aus-
sage nicht aus den formalen Veraussetzungen ableiten, auf denen das
Werk Schroder, aufgebaut ist, obzwar in diesem Falle die Sache nicht
ganz klar ist (vgl. I Bd., S. 245 und 246; IL. Bd,, 1. Abt.,, S.278; IIL Bd.,
1. Abt.,y 8. 17 und 18); in vielen Arbeiten dagegen tritt die betrachtete
Aussaoe als eines der Axiome der Algebra der Logik auf oder stellt eine
ev1dente Konsequenz dieser Axiome dar (vgl. z. B. Huntlngtoni, S. 297,
Postulat 10). 'Aus ganz anderen Griinden, von denmen unten im Zusam-
menha.ng mit Satz 24 (vgl. insbesondere 54)) die Rede-sein erd wire es

angebracht, die Aussage [, (ﬂo 0+ Us (Lz,i ﬂg(rh L3,4 —I— 3,9 + tz,s))) .
unter die anerkannten Sitze aufzunehmen, was indes gewdhnlich nicht
geschieht, — Zum Problem des gegenseitigen Verhiiltnisses beider Begriffe: -
des anerkannten Satzes und "der wahren Aussage. Welde ich im Laufe
der Untersuchung noch mehrma.ls zur\ickkehxen
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bedeutende Aussage; so z B. entsprechen der Aussage
wliz, Uz, A1, 2,,1z,,5;* der Name ,M,N; (4,5+1,,)" und die
Aussage ,fir beliebige Klassen a und b — aCb oder bCa“.
Um den Inhalt des Begriffs der Wahrheit in Bezug auf
irgend eine konkrete Aussage der betrachteten Sprache zu er-
ldutern, konnen. wir'dieselbe Methode anwenden, die wir im § 1
bei der Formulierung der Aussagen (3) und (4) verwendet
haber: wir nehmen nimlich das Schema (2) (vgl. 8. [8]) und
ersetzen dort das Symbol ,z% durch den Namen der gegebenen
Aussage und ,p* durch eine Aussage, welche die Ubersetzung
der gegebenen Aussage in die Metasprache ist. Alle auf diesem
Wege gewonnenen Sitze, z. B. .M (4,5 F145,,) ist eine .
wahre Aussage dann und nur dann, wenn — fir beliebige
Klassen a und b —a C b oder bT a¥, gehoren selbstverstand-
lich zur Metasprache und erkléren in priziser und mit dem
Sprachgebrauch tiibereinstimmender Weise die Bedeutung der
in ihnen auftretenden Redewendungen von der Form ,z ist eine
wakre Aussage*. Von einer allgemeinen Definition der wahren -
Aussage soll man also — im Grunde genommen — nicht viel
mehr verlangen, als dass sie, die gewoshnlichen Bedingungen
der methodologischen Xorrektheit erfiillend, alle Teildefini-- -
tionen .von diesem Typus als Sonderfille umfasse, dass sie -
sozusagen ihr logisches Produkt sei; hochstens kann man noch
verlangen, dass zum Umfang des definierten Begriffs aus-
schliesslich Aussagen gehéren, dass -sich also auf Grund der -
konstruierten Definition alle Satze vom Typus ,z ist keine
wakre Aussage* beweisen lassen, in denen an Stelle des ,z
der Name eines beliebigen. Ausdrucks (oder eines anderen
Gegenstandes), der keine Aussage ist, auftritt. h

Wenn wir zur Bezeichnung der Klasse aller Wahren Aus-
sagen das Symbol ,Wr einfiihren, so werden obige Postulate
in folgender Konvention ihren Ausdruck finden:

 Konvention . Eine formal korrekte, in den Termini
der Metasprache formulierte Definition des Symbols ,Wr* wer- -
den wir eine zutreffende Definition der Wahrheit
_mennen, wenn sie folgende Folgerungen nach sich zieht:
(@) alle Sdtze, die man aus dem Ausdruck ,zeWr dann
und nur dann, wenn p“ gewinnt, indem man fir das Symbol ¢
20
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einen strulturell-deshriptiven. Namen einer belicbigen Aussage
der betrachieten Sprache wnd fir des Symbol ,p* den Ausdruck,
welcher die Ubersetzung dieser Aussage in die Metosprache
bildet, einsetst; : S

(B) die Aussage Sflr ein beliebiges z — wenn :LeWr, 50
zedst (oder mit anderen Worten ,WrC 4s¥)®).

Bs ist zu bemerken, dass der zweite Teil obiger Kon-
vention keine wesentliche Bedeutung besitzt: sobald die Meta-
sprache schon fiber das Symbol ,Wr* verfiigh, das die Bedin-
gung (@) befriedigt, kann man leicht ein neues Symbol , W7’ ¢
definieren, welches ausserdem die Bedingung (f) exiullt es
genugt zu diesem Zwecke anzunebmen, dass Wr/ der gemein-
same Teil der Klassen W7 und 4s ist.

Enthielte die betrachtete Sprache nur eine endliche, von
vornherein bestimmbe Anzahl von Aussagen und kdnnten wir
alle diese Aussagen aufziihlen, so wiirde das Problem der Kon-
struktion einer richtigen Definition der Wahrheit keine Schwie-
r.LgmelLen.bleten — eg wiitde zu diesem Zwecke geniigen,
dass wir folgendes Schema ausfillen: zeWr dann und nur
donn, wenn entweder v=z, und p;, oder ==z, und p,,... oder
z=m, und p,, indem wir in ihm die Symbole ,2,¢, 2%, ... 2"
beziehungsweise durch strukturell-deskriptive Namen -aller Auns-
‘sagen der untersuchten Sprache, 52 ppe", . ppa® dagegen
durch Ubersetzungen dieser Aussagen in die Metasprache
ersetzen. So aber verhilt es sich tatsiichlich nichb; es gibt in
der Sprache unendlich viele Aussagen, die automatisch nach
dem genannten Schema gebaute Definition miisste aus unend-
lich vielen Worten bestehen, und derartige Aussagen konnen
wir weder "in der Metasprache noch in irgend einer anderen

) Wenn wir die Metasprache und die in ihr betricbene Meta-
wissenschaft dem Prozess der Wormalisicrung unterziehen wollten, so
wiirde die genaue Bestimmung des Sinnes verschiedener Ausdriicke, die
in der Xonvention I auftreten, wie z B. der Ausdricke ,formal

Forrelite Definition des gegebenen Symbols¥, ,struliturell-deskriptiver
Name eines gegebenen. Ausdrucks der betrachtelen Sprache®, ,die Uber-
selzung einer gegebemen Aussage (der belrachleten Sprache) in die
Metasprache®, keine grosseren Schwierigkeiten bieten; bei unbedeu-
“tender Modifikation der Aunsdrucksweise wiirde dann die Konvention
solbst den Charakter einer normalen - Definition aus dem Geblete der
Meta-Metawissenschaft annehmen. '
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Sprache formulieren. Darum kompliziert sich unsere Aufgabe
bedeutend. _

Es dringt sich der Ge&anke auf, die rekursive Methode
anzuwenden. Unter den Aussagen der Sprache finden wir nim-
lich in Hinsicht auf die logische Struktur gax verschieden-
artige Ausdriicke — neben ganz elementaren mehr oder weniger
zusammengesetzte. Bs wiirde sich also darum' handeln, simtli-
che Operationen anzugeben, mit deren Hilfe einfachere Aus-
sagen zu zusammengesetzteren vereinigt werden, und festzu-
stellen, in welcher Weise die Wahrheit bzw. Falschheit der
zusammengesetzteren Aussagen von der Wahrheit bzw. Falsch-
heit der in ihnen enthaltenen einfacheren Awussagen abhingt;
ausserdem wiren gewisse elementare Aussagen auszusondern,
aus welchern man mit Hilfe der genannten Operationen alle
Aussagen der Sprache konstruieren kénnte, und diese ausge-
sonderten Awussagen wiren explicite in wahre und falsche
einzuteilen — z. B. mit Hilfe der Teildefinitionen vom oben
beschriebenen Typus. Beim Versuch der Realisierung obiger
Idee stossen wir auf ein sehr wesentliches Hindernis: eine
auch nur oberflichliche Analyse der Def. 10—12 des § 2
beweist, dass im allgemeinen Fall die zusammengesetzteren
Aussagen keineswegs Verbindungen einfacherer Aussagen sind; -
die Aussagefunktionen entstehen tatsichlich auf diesem Wege
aus elementaren Funktionen, d. i. aus Inklusionen, die Aussagen
‘dagegen erhalten wir als gewisse Sonderfille der Aussage-
funktionen. Angesichts dieser Sachlage lisst sich keine Me-
thode angeben, welche es erlauben wiirde,” den untersuchten
Begriff unmittelbar™ auf. rekursivem Wege zu definieren. Es.
ergibt sich aber die Moglichkeit, einen Begriff von allgemei-
nerem Charakter einzufiihren, welcher bei beliebigen Aussage-
funktionen Anwendung findet, sich schon rekursiv definieren
lasst und, auf Aussagen angewendet, uns mittelbar zum Begriff
der Wahrheit fiihrt; diesen Bedingungen genfight nimlich der
Begriff des Erfulltse1ns der gegebenen Aussage-
funktion durch . gegebene Gegenstéinde und im vor-
liegenden Falle — durch gegebene Klassen von :Individuen.

Versuchen wir vorerst, uns mit Hilfe einiger konkreten
Beispiele den tiblichen, in der Sprache vorgefundenen Sinn
des soeben genannten Begriffs zu- verdeutlichen. Die Weise,

®
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auf welche wir dies tun werden, stellt eine naturhche Verall-
gemeinerung der Methode dar, die wir frither beim Begriff
der Wahrheit angewendet haben.

Am einfachsten und evidentesten ist der Fall, in dem
die gegebene Aussagefunktion nur eine freie Variable enthalt.
‘Dann kann man von jedem einzelnen.Gegenstande sinnvoll
behaupten, dass er die gegebene Funktion erfiillt bzw. nicht
erfiillt 39). Um den Sinn dieser Wendung zu erkliren, ziehen .
wir folgendes Schema in Betracht:

fiir jedes a — a erfullt “die Aussagefunktion ¢ dann und
nur dann, wenn p »
und setzen ‘in diesem Schema fiir ,p* die gegebene Aussage-
funktion (nach vorheriger Ersetzung der in ihr auftretenden
freien Variablen durch ,a“) und fiir ,z% irgend einen indivi-
duellen Namen dieser Funktion ein. Auf diesem Wege kénnen
wir z. B. — noch auf dem Boden der Umgangssprache —
folgende Formulierung' erhalten: fiir jedes a — a erfullt die
Aussagefunktion oz 1ist weiss® dann und nur dann, wenn @
weiss ist (und daraus insbesondere schliessen, dass der: Schnee
die Aussagefunktion ,z ist weiss® erfiillt). Dem Leser ist
gewiss eine #hnliche Konstruktion z. B. aus der Schulalgebra
bekannt, wo man Aussagefunktionen von einem speziellen
Typus, die sog. Gleichungen, betrachtet und die Zahlen, welche
 diese  Funktionen erfiillen, Wurzeln der Gleichungen nennb
(z. B. ist 1 die einzige Wurzel der Gleichung ,z--2=3¢%).

‘Wenn insbesondere die betrachtete Funktion zur Sprache .

" des Klassenkalkiils gehort und die entsprechende Erklirung des
Ausdrucks ,a erfiillt die gegébene Aussagefunktion® ginzlich
in den Termini der Metasprache formuliert werden soll, so
setzen wir in dem oben angegebenen Schema fiir ,p* nicht
die Aussagefunktion selbst ein, sondern den mit ihr gleich-
bedeutenden Ausdruck der Metasprache, ,2“ dagegen ersetzen
wir durch einen individuellen Namen dieser Funktion, welcher
ebenfalls zum Gebiet der Metasprache gehort. So ergibt z B.
‘diese Methode in Bezug auf die Funktion ,Ifz,, Iz, z,,* folgende
Formulierung: fiir jedes a — a erfillt die Aussagefunktion

3) Ich abstrahiere vorliufig von den Fragen, die sich an die sog.’

semantische Kategorie (oder den Typus) der Variablen kniipfen; chese T

Probleme werde ich im § 4 besprechen.
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N, i, dann und nur dcmn, wenn — fir eine bel wbzge Klasse
b — aCb (daraus folgt sofort, dass die einzige Klasse, welche
die Funktion ,IIz,, Iz, z,* erfullt, die leere'Kla,sse ist).

Ganz analog verfahren wir auch in dem Falle, wo die
betrachtete Aussagefunktion zwei verschiedene freie Variable
"enthélt ; der. Unterschied besteht nur darin, dass wir hier den
Begriff des Erfiilltseins nicht auf einzelne Gegensténde, sondern
auf Paare (exakter: auf geordnete Paare) von Gegenstéinden
beziehen. Auf diese Weise erhalten wir z. B. folgende Formu-
lierungen: fiir beliebige a und b — erfillen a und b die Aussage-
Funktion ,z sieht y* dann und nur dann, wenn & b sieht; fir
beliebige a und b — o wund b erfillen die Aussagefunktion
15,5 (Ao dy pIz,,3,,,%) dann wnd nur dann, wenn aCb.

Wir gehen schliesslich zum allgemeinen Falle iiber, wo
die gegebene Aussagefunktion eine beliebige Zahl von freien
Variablen enth#lt. Um eine einheitliche Ausdrucksweise zu
erhalten, werden wir von nun an nicht sagen, dass gege-
bene Gegenstéinde, sondern dass eine gegebene unendli-

che Folge von Gegenstinden eine gegebene Aus- .

sagefunktion erfillt. Wenn wir uns dabei auf die Be-
trachtung der Funktionen aus dem Klassenkalkiil beschrinken,
so wird die Festsetzung einer eindeutigen Erklirung dieser
Wendung durch den Umstand erleichtert, dass alle Variablen,

die in der Sprache dieser Wissenschaft auftreten, in einer Folge
angeordnet (numeriert) sind. Bei der Erwigung der Frage,

welche Folgen die gegebene Aussagefunktion erfiillen, werden - -

wir nédmlich immer eine derartige eindeutige Zuordnung ge-
wisser Glieder der Folge f zu den freien Variablen der betrach-
teten Funktion im Auge haben, bei welcher jeder Variablen
das Glied der Folge mit demselben Index entspricht (d. h.
der Variablen v, — das Glied £.), die Glieder dagegen, die
keiner Variablen zugeordnet sind, werden wir tiberhaupt nicht
beriicksichtigen %), Den Gang der in Aussicht gestellten Erkla-

40). Dies ist ibrigens eine Erleichterung rein technischer Natur.
 Selbst wenn wir nicht alle Variablen einer gegebenen Sprache in einer
Folge anordmen kénnten (z. B. deshalb, weil man als Variable Sym-

~"bole beliebiger Gestalt velwenden durfhe), so. kdnnten wir alle Zei-~

chen, also auch alle Variablen jedes gegebenen Ausdrucks fir sich
numerieren, z B, auf Grund ihrer natirlichen Ordnung, in welcher sie

.
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rung selbst kann man am besten an konkreten Beispielen erlau-
_tern., Ziehen wir z. B. die schon vorher besprochene Funktion
M3, .in Betracht; diese Funktion enthdlt nur eine freie
Variable vy, Wir bea.chten also nur die ersten Glieder der Folgen.
Und zwar sagen wir, dass die unendliche Folge f von Klassen
die Aussagefunlktion [14t,, dann und nur dann erfillf, wenn
die Klasse £, diese Funktion im fritheren Sinn erfilllt, d. i., wenn —
fir eine beliebige Klasse b — f,Cb. In analoger Weise erfillt
die unendliche Folge f wvon Klassen die Aussagefunktion i,
dann und nur dann, wenn die Klassen 7, und 7y die Funktion
im fritheren Sinn erfiillen, d. h., wenn £, Cf,. Allgemein lisst
sich -dieser Prozess in folgender Weise beschreiben.

Ziehen wir folgendes Schema in Betracht:

Die Folge 1 erfilllt die Aussagefunkiion z dann wund nur
dann, wenn f eine :"u[nendliche' Folge von Klassen ist und wenn p.
Haben wir eine Aussagefunktion aus dem Klassenkalkil, so
ersetzen wir in diesem Schema das Symbol ,&% durch einen
individuellen (strukturell—desknptwen), in der Metasprache
. formulierten Namen dieser Funktion, das ,p“ dagegen durch
einen Ausdruck, den wir aus der betrachteten Funktion ge-
winnen, indem wir sie in die Metasprache iibersetzen und zu-
gleich in ibhr alle freien Variablen v, »; u. s. w. durch ent-
-sprechende Symbole /%, ,A* u. s. w. ersetzen.

Um. eine allgemeine Definition des Erfulltseins einer Aus- .

' sagefunktion durch eine Folge von Klassen zu formulieren,

welche alle aus dem angefithrten Schema in der oben beschrie-
benen Weise gewonnenen Teildefinitionen dieses ‘Begriffs als
Sonderfille umfasst, werden wir die rekursive Methode anwen-
den. Zu diesem Zwecke geniigt es — unter Beriicksichtigung
der Definition der Aussagefunktion — anzugeben, welche

im Ausdruck aufeinander folgen: das am weitesten links stehende Zei-
chen wirden wir das erste, das nichste das zweite nennen u. s. w. Auf
. diesem Wege konnten wir: wieder eine gewisse Zuordnung der freien
Variablen einer gegebenen Funktion zu den Gliedern der Folge herstellen.
Diese Zuordnung wiirde selbstverstdndlich mit der Gestalt der betrach-
teten Funktion variieren (im Gegensatz zu jener Zuordnung, die wir im
Texte beschrieben haben); dies wiirde ziemlich bedeutende Komplikationen
in der Formulierung der unten angegebenen Def. 22, und zwar der
. Bedingungen (y) und (4) nach sich ziehen. . ’




. [61] - Der 'Wahrheitsbegriff 311

Folgen' die Inklusionen ¢, , erfiillen, und weiterhin festzustellen,
. wie sich der betrachtete Begriff verhilt, wenn an den Aussage-
funktionen eine von den drei Grundoperationen: des Negierens,
des Addierens und des Gieneralisierens vollzogen wird.

Besondere Beachtung verdient hiebei die Operation des
Generalisierens. Es sei z.eine beliebige Aussagefunktion; neh-
men wir an, dass es uns schon bekannt ist, welche Folgen die
Funktion # erfiillen. Indem wir den Inhalt der betrachteten
Operation berticksichtigen, werden wir nur dann von der Folge £
behaupten, dass sie die Funktion n ,& (wo & eine bestimmte
" patiirliche Zahl ist) erfiillt, falls diese Folge die Funktion =
selbst erfilllt und sie sogar dann mnicht zu erfiilllen aufhort,
wenn das &' Glied dieser Folge auf beliebige Weise variiert;
‘mit anderen Worten — wenn jede Folge, die sich von der
gegebenen Folge hochstens an der A'n Stelle unterscheidet,
diese Funktion erfillt. So z B. wird die:Funktion 1,4,
durch eine solche und nur eine solche Folge f erfiillt, welche
die Formel: f, Cf, verifiziert und dies ohne Riicksicht darauf,
wie wir das zweite Glied dieser Folge variieren lassen (wie.
man leicht ersieht, ist dies nur dénn mgglich, wenn das erste
Glied die leere Klasse ist). : .

Nach diesen Erliuterungen wird das Verstindnis der -
folgenden Definition dem Leser keine grosseren Schwierig-
keiten bieten:

: Defznztzon 22. Dze Folge F erfillt die dussage-
funkition z dann und nur denn, wenn f eine unendliche Folge
von Klassen und z eine Aussagefunkilion ist, welche eine von
den vier folgenden Bedingungen erfillen: (a) es gibl solche
natirliche Zaklen k und I, dass z=1, , und f,Cf; (B) es gibl

 eine solche Aussagefuniction y, dass z=y und  die Funltion y
nicht erfullt; (y) es gibt solche Aussagefunktionen y und z,
dass z=y-z und dass f entweder y oder z erfillt; (J) es gibl
‘eine solche natirliche Zahl k und eine solche Aussagefunktion y,
dass 1=,y und dass hiebei jede unendliche Folge von Klassen,
die sich von f hochstens an der k** Stelle unterscheidet, die
Funktion y erfullt*?). '

) Die normale Definition, die obiger rekurswer Deﬁnmon dqui~
valent - 1st lautet (vgls 36): »
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Hier einige Beispiele fiir die Anwendung obiger Definition
auf konkrete Aussagefunktionen: die unendliche Folge f erfiillt
die Inklusion ¢, dann und nur dann, wenn f; C#,, die Funk-
tion g5 4415, dagegen dann und nur dann, wenn fy==1y; die
Funktion 1,1, 25 bzw. [\, ts,s erfiillen diejenigen und nur die-
nigen Folgen 7, in welchen £, die leere Klasse, bzw. f; die volle
Klasse (d. i. die Klasse aller Individuen) ist; jede unendliche
Folge von Klassen erfiillt schliesslich die Funktion ¢,;, keine

derartige Folge dagegen erfiillt die Funktion s,4.¢,e.

Der eben definierte Begriff besitzt eine hervorragende
Bedeutung fiir die Untersuchungen iiber “die Semantik der
Sprache; mit seiner Hilfe ldsst sich der Sinn. einer ganzen
Reihe - von Begriffen aus diesem Gebiete leicht préazisieren,
z. B. die Begriffe des Bezeichnens, der Definierbarkeit*?) und
der ‘Wahrheitsbegriff, der uns hier vor allem interressiert.

Die Folge f erfiillt die Aussagefunkition x dann und nur dann,
wenn jede Relation R, welche folgender Bedingung geniigt:

fur beliebige g und y — damit g Ry, ist es notwendig und hinrei-
chend, dass g eine unendliche Folge von Klassen, y eine Aussagefunic-
tion ist und dass es weiterhin entweder («) solche natirliche Zahlen k
und 1 gibt, dass y=y ; und g,C g, "oder (8) eine solche Aussage-

Sunlction z gibt, dass y—-.& und dass die Formel: gRez mnicht besteht;
oder (y) solche Aussagefuniitionen 2z und ¢ gibl, ‘dass y=2+t und dabes
‘9Bz oder gRt; oder endlich () eine solche natiirliche Zahl It und eine
solche Aussagefunition = gibt, dass y=[,2 wund dass dabei hRz fir
jede wnendliche Folge . von Klassen, die sich von g hichstens an der
huten Stelle unterscheidet,

— auch die Formel: me befmedzgt

82) Zu sagen, dass der Name = einen gegebemen Gegenstand a
_ bezeichnet, ist dasselbe, wie festzustellen, dass der Gegenstand a (bzw.
jede Folge, deren entsprechendes Glied a ist) eine Aussagefunktion .von
einem bestimmten Typus erfiillt; in der Umgangssprache handelt es sich
hier um Aussagefunktionen, die aus drei Teilen in dieser Reihenfolge
bestehen: aus einer Variablen, aus dem Worte ,ist“ und aus dem gege-
benen Namen . — Was den Begriff der Definierbarkeit anbetrifft, so
werde ich seinen Inhalt nur in einem besonderen Falle zu erkliren ver-
- suchen. Wenn wir nimlich iiberlegen, welche Eigenschaften der Klassen
wir (in Hinsicht aunf das hier erérterte System des Klassenkalkiils) als
definierbar betrachten, gelangen wir zu folgenden Formulierungen::

Wir sagen, dass die Aussagefunkiion @ die Eigenschaft
E von Klassen dann und nur dann besitimmi, wenn — [fur eine
natiirliche Zakl Io — (x) @ als einzige freie Variable v, enthdlt wnd
(B) damit die unendliche Folge f von Klassen x erfiille, es notwendig
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- Zum Begriff der Wahrheit gelangen wir auf folgende
Weise. Auf Grund der Def. 22 und der ihr vorangeschickten
Betrachtungen anschaulicher Art kann man sich leicht ver-
gegenwirtigen, dass der Umstand, ob eine gegebene Folge eine
gegebene Aussadefunktlon erfilllt, nur von jenen Gliedern
der Folge abhingt, die (in Hinsicht auf ibre Indizes) den
freien’ Variablen der betreffenden Aussagefunktion entsprechen.
Im extremen Fall also, wenn die betrachtete TFunktion eine Aus—
sage ist, demnach {iberhaupt keine freien Variablen enthalt (was
die Def. 22 keineswegs ausschliesst), hingt das Erfiilltsein einer
Funktion durch eine Folge iiberhaupt nicht von den Eigen-'
schaften der Glieder der Folge ab. Es bleiben dann nur zwei
Moglichkeiten tibrig: entweder erfiillt jede unendliche Folge
von Klassen .die gegebene Aussage, oder es erfiillt sie keine Folge
(vgl. die unten angegebenen Lemmata. A und B). Die Aussagen
der ersten Art, z. B. U, 4,5, sind eben die wahren Aussagen; -
die Aussagen der zweiten Art, z. B. i, 1,, konnen dem-
entsprechend falsche Aussagen genannt werden.

Definition 28. =z ist eine wahre Aussage — sym-
bolisch e Wr — dann und nur dann, wenn z¢ds und wenn jede
unendliche Folge von Klassen v erfillit).

_ Nun ergibt sich vor allem die Frage, ob die eben ange- .
gebene Definition, deren formale Korrektheit keinem Zweifel

und hinreichend ist, dass f, die Eigenschaft. E besitzt; wir sagen, dass
‘die Eigenschaft E von Klassen dann und nur dann definierbar
18t, wenn es eine Aussagefunktwn x gibt, welche K bestimmi. :

Auf Grund dieser Festsetzungen kénnte man z. B. zeigen, -dass
solche Eigenschaften von Klassen wie die Leerheit, das Euthalten nur
. eines Elementes, bzw. zweier, dreier u. s. w. Elemente definierbar sind.
" Undefinierbar ist dagegen die Eigenschaft des Enthaltens unendlich vieler
Elemente (vgl. die im Zusammenhang mit den Sitzen 14—16 unten. ange-
fithrten Bemerkungen). Man sieht auch, dass bei dieser Interpretation
der Begriff der Definierbarkeit gar nicht davon abhingt, ob die'Formali-
sierung der untérsuchten Wissenschaft die Moglichkeit der Konstruktion
von Definitionen zuldsst (vgl. 11)). Genauere Ausfuhrungeu tiber die Defi-
pierbarkeit findet man in der Arbeit Tarski,.

_ £3) In der ganzen obigen Konstruktion kénnte man anstatt mit unen-
dlichen Folgen mit endlichen Folgen von einer variablen Anzahl von Glie-

" ..-dern operieren. Es wire.dabei bequem, den Begriff der endlichen .Folge

zu veraligemeinern: bei der bisherigen Imterpretation dieses Terminus
(vgl. 8. [27]) muss eine Folge, die das nte Glied ‘besitzt, auch alle Glieder




314 | © Alfred Tarski [B4]

unterliegt, auch sachlich richtig ist — wenigstens in dem Sinne,
welcher vorher in der Konvention U festgesetzt worden ist.
Man kann zeigen, dass die Antwort auf diese Frage. positiv
ausfallt: die Def. 23 ist eine zutreffende Definition der Wahrheit
im Sinne der Komvention 1, da sie alle in dieser Konvention
angefiihrten Folgerungen nach sich mieht. Man ersieht jedoch
ohne Schwierigkeit (schon daraus, dass die Anzahl dieser Fol-
gerungen unendlich ist), dass die exakte und allgemeine Be-
griindung dieser Tatsache in dem Rahmen der bisherigen
- Untersuchungen keinen Platz findet: der Beweis wiirde den
Aufbau eines ginzlich neuen Apparats erfordern, und zwar
vor -allem den Ubergang zu der — um eine btufe hoher lie-
genden — Meta-Metawissenschaft, welchem die Forma-
lisierung der Metawissenschaft, die die Grundlage unserer Unter-
suchungen bildet, vorangehen miisste %8). Wer jedoch den Boden
der bisherigen Erwigungen nicht verlassen will, dem bleibt
nur der empirische Weg — die Verifizierung der besprochenen
Eigenschaft der Def. 23 an einer Reihe konkreter Beispiele.

mit Indizes, die kleiner als % sind, besitzen, — nun hitte man von diesem
Postulat abzugehen und jede eindeutige Relation, deren Gegengebiet aus
einer endlichen Anzahl natiirlicher, von O verschiedener Zahlen besteht,
eine endliche Folge zu nennen. Die Modifikation der Konstruktion wiirde
darin bestehen, dass aus den Folgen, welche die gegebene Aussagefunk-
tion erfillen, alle ,iiberfliissigen® Glieder eliminiert wiirdén, welche auf
, das Erfulltsein der Funktion keinen Einfluss ausitben: falls in der Funktion
als freie Variable v,, v, u. s, w, (selbstverstiindlich in endlicher Anzahl)
auftriten, wirden in der Folge, die diese Funktion erfiillt, ausschliess-
lich Glieder mit den Indizes %, ! u. s, w. verbleiben; so z B. wiirden
die Funktion :, , die und nur die Folgen f von Klassen erfullen, die
nur aus zwei- Grhedern Ja und f;, welche die Formel: f,C f, verifizieren,
bestehen. Der Wert einer solchen Modifikation leuchtet vom Standpunkt
der Natiirlichkeit und der Uberelnstlmmung mit dem iiblichen Vorgehen
ein, nichtsdestoweniger treten bei ihrer genauen Durchfithrung gewisse
Mingel logischer Natur auf: die Def, 22 nimm?t eine kompliziertere Form
an. Was den Begriff der Wahrheit anbetrifft, so ist zu bemerken,
dass — nach obiger Auffassung — nur eine Folge, nimlich die ,leere®
Folge, die kein einziges Glied besitzt, eine Aussage, d. i. eine Funktion
ohne freie Variable erftillen kann; wahr wird man demnach solche
Aussagen zu nennen haben, welche d1e sleere Folge tatsichlich erfiillt.
Eine gewisse Kilnstlichkeit dieser Definition wird zweifellos bei allen
Anstoss erregen, die mit den spezifischen Verfahrungswaisen, welche man
in den mathematischen Konstruktionen anzuwenden pflegt, mcht genii-
 gend vertra.ut smd ‘
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Betrachten wir z. B. die Aussage [;U,4,s, d- 1
o1z, Nz, NIz, z,,%. Der Def. 22 gemiss erfilllen die Aussage-
funktion 4,4 jene und nur jene Folgen 7 von Klassen, fir wel-
che f,C#, ihre Negation dagegen, d. i. die Funktion g,,, nur
jene Folgen, fiir die £, _.f, gilt. Infolgedessen erfiillt eine
Tolge 7 die Funktion, f};4,, nur dann, wenn jede Folge g,
welche sich von f héchstens an 2t Stelle unterscheidet, die
. Funktion 1, erfillt, also die Formel: g, (T g, verifiziert; da ..
g,=1, und die Klasse g, eine ganz beliebige sein kann, so

erfillen die Funktion f},4,, nur derartige Folgen £, dass —
fiir eine beliebige Klasse & — £, (—b. Schliessen wir in ana-
loger Weise weiter, so erhalten wir das Ergebnis, dass die
Folge f.die Funktion |J,¢,,, d. i. die Negation der Funktion
N.4.., nur dann erfiillt, wenn es eine Klasse & gibt, fir die
f, Cb gilt; des weiteren ist die Aussage 1; U;4,, nur dann
(durch eine beliebige Folge f) erfiills, wenn es — fiir eine be-
liebige Klasse a — eine Klasse & glbt fir die ¢C 5. Indem
wir hier schliesslich die Def. 23 anwenden, gewinnen wir sofort
einen von den S#tzen, die in der Bedingung (a) der Konven-
.tion 90 beschrieben wurden:

N, Uy, e Wr dann und nur dann, wenn es — fir eine
beliebige Klasse a — eine Klasse b gibt, far die a C b,

Daraus schliessen wir unter Beniitzung der bekannten
Sitze des Klassenkalkills nunmehr ohne Schwmrwkelt dass
N, Uz 4,, eine wahre Aussage ist.

_ " Ganz analog konnen wir mit jeder anderen Aussage der
_betrachteten Sprache verfahren: wenn wir fiir eine derartige
Aussage eine entsprechende in der Bedingung (@) beschriebene
Behauptung konstruieren und -dasselbe Schlussverfahren wie oben
anwenden, konnen wir ohne die geringste Schwierigkeit beweisen,
dass diese Behauptung eine Konsequenz der von uns angenom-
menen Definition der Wahrheit ist. In zahlreichen Fillen kon-
nen wir mit alleiniger Hilfe der einfachsten Gesetze der Logik
(aus dem Gebiete des Aussagen- und des Klassenkalkiils) aus
den auf diesem Wege gewonnenen Sitzen definitive Schliisse
_tiber die Wahrheit bzw. Falschheit der betrachteten Aussagen
" ziehen: _s0 z. B. erweist sich U, U, (4,5+4,;) als wahre,
N: N: ‘1,2 als falsche Aussage. In Bezug auf andere Aussa,gen,

—
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z. B. in Bezug auf die Aussage {1, M Ns (&,0+14,5+1%,,) oder
ihre Negation, kénnen wir die analoge Frage nicht entscheiden
(wenigstens so lange nicht, als wir nicht zu den speziellen
Voraussetzungen der Metawissenschaft von existentialem Cha-
rakter greifen — vgl. S. [30]): die Def. 23 allein gibt ném-
lich kein allgemeines Kriterium fiir die Wahrheit einer Aus-
sage44); nichtsdestoweniger wird jedoch durch die gewonnenen
Sitze der Sinn der entsprechenden Awusdriicke vom Typus
2T Wré verstindlich und eindeutig. — s soll ausserdem noch

bemerkt werden, dass auch der in der Bedingung (§) dér Kon-

vention I angefiihrte Satz eine evidente Konsequenz der be-
sprochenen Definition ist. '

Durch diese Erwigungen wird der Leser zweifellos die
subjektive Gewissheit gewinnen, dass die Def. 23 tatsichlich
die Eigenschaft besitzt, um die es sich uns handelt: sie genitigt
allen Bedingungen der Konvention U. Um die auf diesem Wege
gewonnene Uberzeugung von der sachlichen Richtigkeit der

konstruierten Definition zu festigen, lohnt -es sich, einige

charakteristische allgemeine Sitze kennen zu lernen, welche
. man aus ihr ableiten kann. Um die Belastung der Arbeit mit
rein deduktivem Material zu vermeiden, fithre ich diese Sitze
ohne genaue Beweise an*5).

Satz 1 (der Satz vom Widerspruch). Fir jede belie-
. bige Aussage z gilt entweder z s Wr oder z & Wr.

Dies ist eine fast unmittelbare Konsequena der Def. 22
und 23. '

%) Dies ist iibrigens, wenigstens vom methodologischen Gesichts-
punkt aus gesehen, kein Mangel der betrachteten Definition; sie unter-
scheidet sich in dieser Hinsicht keineswegs von einem bedeutenden Teil
der in den deduktiven Wissenschaften auftretenden Definitionen.

#5) Den Beweisen liegén die allgemeinen Gesetze -der Logik, die '

spezifischen Axiome der Metawissenschaft und die Definitionen der in
den Sitzen auftretennden Begriffe zu Grunde. In einigen Fallen ist die

Anwendung der’ allgemeinen Eigenschaften der Begriffe der Folgerung,

des deduktiven Systems u. s. w., welche ich in der Arbeit Tarski,
angegeben habe, angezeigt; die dort erzielten Ergebnisse dirfen wir

verwenden, denn' die hier eingefithrten Begriffe der Aussage und der

Folgerung erftillen, wie leicht gezeigt Werden kann, alle Ax1ome, auf die
sich die erwidhnte Arbeit stiitzt.
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Satz 2 (der’ Satz vom ausgeschlossenen Drit-
ten). Fir jede beliebige Aussage z  gilt entweder z& Wr,
oder z & Wr.

Im Beweise splelt folgendes Lemma, welches aus den
" Def. 11 und 22 folgt, eine wesentliche Rolle:

" Lemma A. Erfillt die Folge f die Aussagefunktion z
und geniigi die unendliche Folge g von Klassen folgender Bedin-
gung: fir jedes k gilt = g., wenn nur v, eine freie Variable
der Punktion g ist, so erfillt auch die Folge g die Funktion .

Als unmittelbare Folgerung aus diesem Lemma und der
Def. 12 erhalten wir das Lemma B, welches im Verein mit
.den Def,, 22 und 23 nunmehr leicht zum Satz 1 fithrt:
_ Lemma B. Wenn zeds und wenn mindestens eine un-
endliche Folge von Klassen die Adwussage z erfillt, so erfillt
" jede umendliche Folge von Klassen die Aussage .

Satz 8. Ist XCT Wr, so auch Fl (X)C Wr; insbesondere
‘also Fl (Wr) C Wr.

- Diesen Satz beweisen wir durch vollstindige Induktion,
hauptsichlich auf Def. 15, 16, 22 und 23 gestiitzt; es ist hier
auch folgendes einfaches Lemma von Nutzen:

Lemma C. Wenn y eine Generalisation der Aussage-
funltion = ist, so ist es dafiir, dass jene umendliche Folge von
Klassen & erfiillt, notwendig und. Izmrewhend dass jede unend-

. liche Folge von Klassen y erfullt.

Als Resumé der in den Sitzen 1—3 enthaltenen Ergeb-_
nisse gewinnen wir (mit Hilfe der Def. 18—20) den

Satz 4. Die Klasse Wr ist ein widerspruchsfreies und voll-
sténdiges deduktwes System )

. Satz 5. Jeder beweisbare Sailz ist eine wahre Aussage,
m. a. W. BwC Wr.

Dieser Satz folgt wnmittelbar aus Def. 17, a,us Satz 3
und aus Lemma D, dessen Beweis (u. a. auf G‘rrund von Def. 13
- und Lemma C) keme Schwierigkeiten macht:

Lemma D. Jeder Grundsatz ist eine wahre Aussage.
Satz -b lasst sich nicht nmkehren: R
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Satz 6. Es gibt wahre Aussagen, die nicht beweisbar sind ;
. a. W. Wr{Z Pw.

_Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2 und aus-
folgendem Lemma, dessen exakter Beweis nicht ganz einfach ist:

Lemma E. Sowohl (1M, 4, & Bw, alsauch (Y, 4, & Bw*s).

Als eine Nebenkonsequenz der Sitze 1,5 und 6 fithre ich
‘schliesslich noch folgenden Satz an:

Satz 7. Die Klasse Bw ist ein wzderspruchsfrezes, aber
Icem 'uollsta,ndzges dedultives System.

. In den Forschungen, die gegenwirtig auf dem Gebiete der Metho-
dologie der deduktiven Wissenschaften betrieben werden*’) (insbesondere
in den Arbeiten der Gottinger Schule, die sich um Hilbert gruppiert)
spielt eine viel bedeutendere Rolle als der absolute Begriff der Wahrheit,
von dem bisher die Rede war, ein anderer Begriff von relativem Charakter,
welcher jenen als Sonderfall umfasst, ndmlich der Begriff der in einem
Individuenbereich @ richtigen oder wahren Aussage?). Dar-
unter verstehen wir — ganz allgemein und unexakt gesprochen — jede

%) Wirden wir (wie es oft geschieht — vgl. 30) die "Aussage

ﬂ1 Na g, den anerkannten Aussagen angliedern, so kénnten wir hxer,

angtatt Lemma I, Lemma F' anwenden:

- Lemma B'. Sowohl N (ig,3+ t3,1) £ Bw, als auchﬂ,ﬂg(tj,2+zg,i) & Bw.
Die Idee des Beweises dieser beiden Lemmata ist dieselbe, wie die

der Beweise der- Widerspruchsfreiheit und der Unvollstindigkeit des sog.

engeren Funktionenkalkiils, welche wir im Buche Hilbert-

Ackermann, S. 66—68 finden.

47y Der Leser, der fur die speziellen Begnﬂ’e und Untersuchungen
aus dem Gebiete der Methodologie der deduktiven Wissenschaften kein
grosseres Interesse hat, kann die hier im Kleindruck gegebenen Ausfiib-
rungen der §§ 8 und 4 Ubergehen (im engeren Zusammenhang mit der
Grundidee dieser Arbeit stehen nur die Ausfithrungen auf S. [66]—[67]).

%) Vgl hiezu z B. Hilbert-Ackermann;, besonders S. 72—81,
und Bernays-Schénfinkel,. s muss jedoch betont werden, dass die
genannten Verfasser den betrachteten Begriff nicht auf Aussagen, sondern
auf Aussagefunktionen mit freien Variablen beziehen (weil es in der
Sprache des engeren Funktionenkalkils, deren sie sich bedienen, tiber-
haupt keine Aussagen im strengen Sinne des Wortes gibt) und im Zusam-
menhang damit den Terminus ,allgemeingiltigt anstatt des Terminus
yrichtig® oder ,,wahr® ver wenden vgl. hiezu die zweite der zitierten Arbei-
ten, 8. 347--848.
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Aussage, welche im iiblichen Sinne dann wahr wire, wenn wir den -
Umfang der betrachteten Individuen auf eine gegebene Klasse @~ be-
schranken, oder — etwas genauer gesagt — wenn wir ibereinkommen,
die Termini ,Jndividuum¥, ,Klasse von Individuen® u. s w. bzw.
. als ;Element der Klasse a%, ,Unterklasse der Klasse a% u.s. w.
. zu interpretieren; wenn es sich in comcreto um: die Aussagen aus der -
Sprache des Klassenkalkiils handelt, so miisste man Ausdriicke vom Typus
Wzp* als fir jede Unterklasse o der Klasse a—p“ interpre-
tieren und Ausdriicke vom Typus ,lay“ als ,die Unterklasse «
der Klasse g ist in der Unterklasse y der Klasse a enthalten®.
Zu einer prizisen Definition des besprochenen Begriffs gelangen wir
mittels einer Modifikation der Def. 22 und 28; 'als abgeleitete Begriffe
werden wir den Begriff der in einem Ind1v1duenberelch mit k-
Elementen tichtigen Aussage und den Begriff der in jedem
Individuenbereich richtigen Aussage einfiilhren. Es ist bemer-
kenswert, «dass — trotz der grossen Bedeutung dieser Termini fur die
metamathematischen Untersuchungen — man sich ihrer bisher ausschliess-
lich im intuitiven Sinmne bedient hat, ohne zu versuchen, ihren Sinn ndher
zu prizisieren ),
Definition 24. Die Folge [ erfillt die Aussagefunk-
tion = in dem Individuenbereich a dann und nur dann, wenn .a
eine Klasse von Individuen, f eine unendliche Folge von Unierklassen
‘der Klasse a und « eine Aussagefuniction ist, welche eine von den vier
Jolgenden Bedingungen erfiillen: (a) es gibt solche naliirliche Zahlen k
wnd I, dass z=y, , und f, Cf; (B) es gibt eine solche Aussagefunk-
tion y, dass @« =y und dass die Folge f die Funktion y im Individuen-
bereich a nicht erfiillt; (y) es gibt solche Aussagefunkiionen y und 2,
dass x =1+, und dass die Folge f entweder y oder z im Individuen-
bereich a erfillit; (&) es gibt eine solche natirliche Zahl k und eine
solche Aussagefumktion y, dass x=[),y und dass jede unendliche
- Folge g von Unterklassen der Klasse a, welche sich wvon der Folge f
hdchstens an’ der kten Stelle unterscheidel, y im Individuenbereich a
erfullt

%) Eine Ausnahme bildet die Arbeit Herbrand;, in welcher der
Verfasser den Begriff der wahren Aussage in unendlichem Bereiche prizi-
siert (S, 108—112). Der Vergleich der Definition Herbrands mit den im
‘Texte angegebenen Definitionen 25 und 26 wird den Leser ohne weiteres
zu dem Schluss filhren, dass wir es hier eher mit einem Gleichklang der
Termini, als mit einer Verwandtschaft der Inhalte zu tun haben; nichts-
destoweniger ist es moglich, dass in Bezug auf gewisse konkrete deduktive
‘Wissenschaften und unter speziellen Voraussetzungen fiir die entspre-
chenden Metawissenschaften der Begriff Herbrands denselben Umfang
besitzt’ (also auch dieselbe Bedeutung fir metamathematische Unter-
suchungen hat) wie ein gewisser Spezialfall des in Def 2b eingefiithrten
Begriffs.
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Definition 25. x ist eine richiige (wahre) Aussage in
dem Individuenbereich a dann und nur dann, wenn xsAs und
wenn jede unendliche -Folge von Unierllassen der Klasse o die Aus-
sage x tm Individuenbereich a erfllt. v .

Definition 26. x ist eine richiige (wahre) Aussage in einem
Individuenbereich mit I Elementen — symbolisch zeRf, —
dann wnd nur domm, wenn es eine solche Klasse a gibt, dass k die
Mdchtigkeit der Klasse a und x eine richlige Aussage im Individuen-
bereich a ist,

" Definition 27. x ist eine richiige (wahre) Aussage in
Jedem Individuenbereich — symbolisch xRt — dann und nur,
dann, wenn — fir jede Klasse a — x eine im Individuenbereich a
richiige Aussage ist.

Wenn wir in der Def., 256 die Formel ,,a:eAs“ -weglassen und dadurch
den Inhalt der Def. 26 und 27 modifizieren, gelangen wir zu Begriffen
allgemeinerer Natur, welche nicht nur Aussagen, sondern auch beliebige
Aussagefunktionen betreffen. :

Beispiele fiir die Anwendung der definierten Begriffe auf konkrete
Aussagen; werden wir weiter unter kennen lernen. Zwecks bequemer
Formulierung verschiedener Eigenschaften dieser Begriffe fithre ich noch
" einige symbolische’ Abkﬁrzungen ein,

Definition 28. x=g, dann und nur dann, wenn
@ =Tt %t - Nipt (Mags i, w2 + g, 17+ 4, )
Definition 29. x=a dann und nur dann, wenn -

T= N (nz tg,2+Us (ta, 5 ’:‘z)) .

‘Wie man leicht ersehen kann, besagt die Aussagefunktion g, dass
die durch die Variable v, bezeichnete Klasse nur aus einem Element
besteht; die Aussage «, welche in den weiteren Untersuchungen eine
grosse Ro]le spielen wird, besagt, dass jede nichtleere Klasse éine ein-
elementige Klasse als Teil enthalt,

Definition 30. .w=,9;, dann und nur. dann, wenn entweder n=0
' . g n-H . n 1
.und w=[,&, oder n==0 und a:=ﬂ: <ot ( 2 g+ 3, ("k,'l—{-i . Ll_{_,,,‘)) .
Defini tion 381. z=y, dann und nwr dann, wenn enlweder n==0
und x=p,, oder n=+=0 und v=8,_,.8,.

‘Wie es’ aus diesen Definitionen folgt, stellen die Aussagen g, bzw. y,
(wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist) fest, dass es hochstens n
bzw. genan n# verschiedene einelementige Klassen, oder — was dasselbe

besaot —n velschledene Individuen gibt.
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Definition 82. x ist eine quantitative Aussage (oder
eine Aussage iiber die Anzahl der Individuen) dann und nur
dann, wenn es eine solche endliche Folge p von n natirlichen Zahlen

n n

gibt, dass entweder T=Zyy, oder T=Zy, .
Ich werde jetzt eine Reihe von charakteristischen Eigemschaften

der definierten. Begriffe- und von wichtigeren Zusammenhingen angeben,
welche sie. mit bereits frither angefiihrten Begriffen verbinden; es werden
hier u. a. einige Resultate von mehr spezieller Natur ihren Platz finden,
die mit spezifischen Eigenschaften des Klassenkalkiils in Verbindung
stehen ‘u_nd sich nicht auf andere Disziplinen von verwandter logischer

Struktur ausdehnen lassen (z. B. die Sitze 11—13, 24 und 28).

Satz 8 Wenn a eine Klasse von Individuen und k die Mdchtig-
keit dieser Klasse ist, so ist es dafiir, dass x eine itm Individuenbe-
reich a'wichtige Aussage ist, notwendig und hinreichend, dass x¢RE,.

Der Beweis griindet sich u. a. auf folgendes Lemma, welches aus
Def. 24 folgt:

Lemma F. Es seien o und b zwei Klassen von Individuen
und R eine Relation, die folgenden Bedingungen gendigt: (@) fiir belie-
bige " und g’ — wenn f’Rg so ist f7 eine unendliche Folge von Unter-
Ilassen der Klasse a, g' dagegen der Klasse b; () ist f eine beliebige
unendliche Folge von Unierklassen der Klasse a, so gibt es eine solche
Folge g, dass f"Ryg’; (y).ist g’ eine beliebige unendliche Folge von Unter-
klassen der Klasse b, so gibt es eine solche Folge j’, dass f'Rg';
(6) Sfir beliebige f'y ¢, S 9"y b und | — wenn f'Rg’, f"Rg" und k&
und 1 natiirliche, von 0 verschiedene Zahlen sind, so gilt f,! < f,” dann
und nur dann, wenn g, C g,. Wenn dann fRg und die Folge [ die .
Aussagefunktion x im Individuenbereich a erfiillt, 80 erfiillt die Folge g
diese Funktion im Individuenbereich b.

Aus diesem Lemma gewinnen wir leicht mit Hilfe der Def. 25
folgendes Lemma (&, welches im Verein mit Def. 26 sofort den Satz 8
ergibt: :

Lemma Q. Wenn die Klassen von Individuen a und b gleich~
mdchtig sind und x eine im Individuenbereich a richtige Aussage ist,
o ist ¢ auch eine 9m Individuenbereich b richtige Aussage. :

Nach Satz 8 (bzw. Lémma @) hingt der Umfang des Begriffs
peine im Individuenbereich a nchtlge Aussage“ ausschliesslich von einer
einzigen Eigenschaft der Klasse a ab, nimlich von ibrer Michtigkeit;
dies erlaubt uns im weiteren Verlaufe unserer Uberlegungen alle diesen
Begriff betreffenden Ergebnisse unberiicksichtigt zu lassen, weil man
“sie unmittelbar aus den entsprechenden Sitzen, die sich auf die Klas-
_..sen R¢, beziehen, sbleiten kann. : :

Mit Hilfe der Def. 24 und 26 kann man die Sitze 1—6 und die
Lemmata A—D verallgemeinern, indem man in ihnen tiberail die Ausdriicke

21
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,,zme'ndhche Folge von Klassen®, ,die Folge... erfullt die Aussagefunic-
tion...“, ,wakre Aussage® u. s. w. beziehungsweise durch ,umendliche
Folge von Unterkiassen der Klasse a“, ,die Folge... erfiilit die Aus-
sagefunktion... im Individuenbereich a* ,eine im Individuenbereich a
richtige Aussage® u. s. w. ersetzt; zufolge Satz 8 lassen sich die so
gewonnenen IErgebnisse ihrerseits auf Aussagen ausdehnen, die zu den
Klassen £?, gehoren. Auf diesem Wege gelangen wir u. a. zu folgenden
Verallgemeinerungen der Sitze 4—6: '
Satz 9. Fiir jede beliebige Kardinalzahl ks ist die Klasse Rtk ein
widerspruchsfreies und vollstindiges deduktives System

Satz 10 Fm' Jede belzebfage Kardinalzahl k& gilt Bw C Bt,, da-
gegen Rt, (IZ

In Hlnbhck auf Satz 10 taucht folgendes Problem auf: wie soll
man die Liste der Grundsitze in Def. 13 vervollstéindigen, damit die
Klasse aller "Folgerungen dieser erweiterten Xlasse von Grundsitzen
mit der gegebenen Klasse Rif, zusammenfalle? Die Sitze 11 und 12,
die ich gleich anfithren Werde, enthalten die; Losung dieses Problems
und beweisen zugleich, dass man — in Bezug a.nf die Sprache des Klassen-
kalkiils — die uns bekannte Definition der in sinem Bereiche mit % Ele-
menten richtigen Aussage (Def. 26) durch eine atiflere, dquivalente, ersetzen
kann, die der Definition des beweisbaren Satzes (Def 17y .analog ist und
die darum strukturellen Charakter besitzt.

Satz 11. Wenn I eine natiirliche Zahl:und X die aus simtli-
chen Aziomen wnd den Aussagen « und ¥ bestehende Klasse ist,
so ist Rt, = Fli(X). - v

. Satz 12. Wenn k’ eine unendliche Kardmalzahl und X die aus
sdmilichen A:momen, aus der Aussage o und:: ems atlen Aussagen y,
(wo U eine beliebige natiirliche Zahl ist) bestehende Klasse ist, so ist

R, =FI(X).
"~ Der Beweis dieser Sitze stiltzt sich ha.uptsachhch auf die Sitze 9
und 10 und auf die drei folgenden Lemmata:

3

Lemma H. Fir Jede beliebige Ka'rdmalzahl k gilt wcRt,.
Lemma I. Wenn k eine natirliche Zw]zl und | eine von k ver-
-schiedene Kardinalzahl ist, so gilt y, ¢ B, und ?'kSsz dagegen y, & R,
und yk s R,.
. Lemma K. Wenn x¢ds und X die aus sdmilichen Axiomen und
der Aussage « bestehende Klasse ist, so gibt es eine der Aussage x
mit Riicksicht auf die Klasse X dquivalente . Aussage y, derart dass
entweder y eine quantitative Aussage ist oder y s Bw oder endlich Y & Bw.
Lemma H und I sind fast evident, wogegen der Beweis des sehr
wichtigen und an sich interessanten Lemmas K nicht ganz einfach ist30).

50) Dieses Lemma,'islt' in seinem wesentlichen Teile in den Resul- .-
taten enthalten, welche sich in der Arbeit Skolem,, 8. 29—387 finden.
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Mit Hilfe von Satz 9 und Liemama I kann man aus Satz 12 fol-
gende Konsequenz ableiten, welche im Verein mit Satz 11 die wesentli-
chen Unterschiede hervortreten lasst, die in der logischen Struktur der
Klassen R¢, auftreten, je nachdem, ob die Kardinalzahl k¥ endlich oder
unendlich ist: .

Saiz 13, Wenn It eine unendliche Kardinalzahl ist, s0 gibt. es
keine Klasse X, welche unier ihren Elementen nur eine endliche Zahl’
von Aussagen besitzt, die keine Axiome sind, und dabei die Formel:
Rit, = Fl(X) vemfzwrt“) ' .

Als leicht zu gewinnende Folgerunoren dus Lemma I und den
Sitzen 11 und 12 fihre ich fermer an:

Satz 14. Wenn k eine natirliche Zahl und l eine von k& verschie-
dene Kardinalzahl ist, so gilt Bt, (C B, und Ri,(_ Rt,.

S gtz 15. Wenn k und I unendliche Kardinalzahlen sind, 80 gdt
Rt, = RY;.

Satz 16. Wenn k éine unendliche Kardinalzahl ist und x ¢ Bf,, so
gibt es eine solche natiirliche Zahl I, dass x & B, (m. a. W. die K. Zasse B,
st in der Summe aller dieser Klassen Rt enthalten)

Gemiss den Sitzen 14—16 (bzw. Lemma I) gibt es fir jede natir-
hche Zabl %k eine solche Aussage, welche in jedem Bereiche mit %
Elementen und in keinem Bereiche vom anderer Michtigkeit richtig ist;
dagegen ist jede in einem unendlichen Bereiche richtige Aussage a.uch
in jedem anderen unendlichen Bereiche (ohme Riicksicht auf seine Mich-
tigkeit) und. ausserdem in gewissen endlichen Bereichen richtig, Wir
schliessen daraus, dass die betrachtete Sprache es gestattet, eine derartige -
Bigenschaft von Klassen von Individuen auszudriicken, wie das Bestehen
aus genau % Elementen, wo % eine beliebige natiirliche Zahl ist; wir finden
dagegen in dieser Sprache kein Miftel, um irgend eine spezielle Art
von Unendlichkeit (z. B. die Abzihlbarkeit) auszuzeichnen, und wir ver-
mogen auch nicht mit Hilfe einer einzigen oder einer endlichen Zahl
von Aussagen zwei solche Eigenschaften von Klassen, wie Endhchkalt
und Unendlichkeit, voneinander zu unterscheiden 52).

s1) Die Idee des Beweises dieses Satzes ist dieselbe wie in den
Beweisen der Safze L 24 und I 25 in der Arbeit Tarski;, 8. 877—878.
Wirden wir aus dieser Arbeit die Def. I 8, 8. 875 hier tibernehmen und
zugleich den Folgerungsbegriff, mit dem wir operieren, erweitern, indem
wir ndmlich in der Bedingung («) der Def. 16 die Worte ,oder « ist ein
Aziom® hinzufligen, so kdnnten wir aus den Satzen 11 und 13 folgende
Konsequenz ableiten: ' A

Damit die Klasse R, ein axiomatisierbares dedultives System ser,
48t es notwendig wnd hinreichend, dass k eine natiirliche Zahi ist.

52) Diese Ergebnisse, wie auch der unten. angefihrte Satz 19, stam-
men von Liwenheim;: vgl. Lowenhe1m, (besonders Satz 4 S 459)

und Skolem,,
*
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- Mit Hilfe der Sitze 9, 11 und 12 beweisen wir den -
Satz 17. Wenn X eine widerspruchsfreie Klasse von Aussagen
ist, die unter ihren Elementen sdmtliche - Axiome und die Aussage «
enthdlt, so gibt es eine solche Kardinaizahl k, dass X C Rt,; wenn
hiebet X ein vollstdndiges dedulitives System ist, so ist X = Ri,.
Wenn wir diesen Sabz mit den Sitzen 11 und 12 zusammenstellen,
erhalten wir eine strukturelle Beschreibung aller vollstindigen deduktiven
Systeme, welche unter ibren Elementen sémtliche Grundsitze und die

.Aussage ¢ enthalten. Es ist zu bemerken, dass das Vorhandensein der

Aussage o hier wesentlich ist: die Mannigfaltigkeit der Systeme, die
diese Aussage nicht enthalten, ist bedeutend grosser und ihre erschopfende

" Beschreibung wtrde nicht besonders einfach ausfallen ).,

Die weiteren Uberlegungen betreffen Aussagen, die in jedem Indi-
viduenbereich richtig sind, d. b. zur Klasse Ri gehoren.

Satz 18. Damit xR, ist notwendig und hinreichend, dass —
Jir jede Kardinalzahl k — xeRt, (m. a. W, die Klasse Bt zst der
Durchschnitt aller dieser Klassen Rtk )

Dieser Satz, welcher eine unmittelbare Konsequenz der Def. 27
und des ‘Satzes 8 b1ldet lasst sich mit Hilfe der Sitze 9 und 16 wesenthch
verscha,rfen

Satz 19. Damit @ & Rt, ist es notwendig und hinreichend, dass —
fiir jede natiirliche Zahl &k — « eRE,.

Die Richtigkeit einer Aussage in allen endhchen Bereichen zieht
somit schon ihre Richtigkeit in jedem Individuenbereich nach sich.

Aus den Satzen 9, 14' und 18 leiten ‘wir ferner folgende zwei
Korollare ab:

‘Satz 20. Fir jede beliebige Kardinalzahl I gilt Rt CRtL, da-
gegen Rt (I_ Rt

Satz 21. Die Kilasse R zst ein wzdm spmchsfrmes, aber kein
vollstindiges deduktives System.

. Satz 22. Bw C Ri, dagegen thl Bw

Dieser Satz folgt aus den Sitzen 10, 18 und dem Lemma, L:

Lemma L. o¢Rt, dagegen «¢ Bw. :

53) Mit Problemen vor diesem Typus, d. i. mit der strukburellen .
Beschreibung aller vollstdndigen Systeme einer gegebenen Wissenschaft,
habe ich mich in den Jahren 1926—28 beschiftigt, und zwar in An-
wendung auf verschiedene elementare deduktive Wissenschaften (Klassen-
kalktll, Arithmetik der reellen Zahlen, Geometrie der Geraden, Theorie

- der Ordnung, Theorie der' Gruppen); uber die noch nicht versffentlichten

Ergebnisse dieser Untersuchungen wurde in den Seminariibungen aus
dem Gebiete der Methodologie der deduktiven Wissenschaften berichtet,

die ich an der Warschauer Universitdt in den Jahren 1927/28 und 1928/29

leitete. Vigl. Presburgeri, 8. 92—101 (besonders Anm, 4 auf 8. 95).
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Dass « ¢ R, gewinnen wir sofort aus Lemma H und Satz 18; der
exakte Beweis des zweiten Teiles des Lemmas ist bedeutend schwieriger.

" Satz 23. Wenn x eine quantitative Aussczge ist, so = ¢ B.
Der Beweis, der sich auf Lemma I, Satz 18 und Def 82 stiitzt, bieteb
keine Schwierigkeiten.

Satz 24. Wenn X dié aus sdmilichen Grundsdizen und der
Aussage o bestehende Klasse ist, so gilt Rt=Fl(X). '

Diesen Satz kann man am leichtesten mit Hilfe der Sutze 11, 12
und 18 beweisen. o

. JIndem wir das Lemma K anwenden, gewinnen wir daraus un-
mittelbar: )

Satz 25. Wenn weds, s Rt und = & RY, 0 gibt es eine gquan-
. titative Aussage ¥, die mit der Aussage x mit Riiclsicht awf die Klasse Rt
dquivalent ist. )

Tn Hinblick auf Lemma L und Satz 24 finden wir folgende Si-.
tuation vor: der Begriff der in jedem Individuenbereich richtigen Aus-
" sage besitzt einen weiteren Umfang als der Begriff der anerkannten
Aussage, denn die Aussage ¢ gehort zum Umfang des ersten, aber micht
des zweiten dieser Begriffe; wenn wir jedoch das System der Grundsiitze
durch eben diese einzige Aussage . vervollstindigen, werden die beiden
Begriffe umfangsgleich. Weil es mir wiinschenswert scheint, dass — in
Bezug auf den Klassenkalkil — die Begriffe der anerkannten und der
in jedem Individuenbereich richtigen Aussage sich hinsichtlich des Um- -
fangs nicht unterscheiden %), wirde ich es eo ipso angezeigt finden, die
Aussage « zu den Axiomen der betrachteten Wissenschaft hinzuzufigen.

Es bleibt noch die Frage des Verhiltnisses des in Def. 23 einge-
fihrten absoluten Wahrheitsbegriffs zu den zuletzt untersuchten Begriffen
zu kldren. »

Vergleichen wir die Def. 22 und 23 mit den Def. 24 und 25 und
wenden wir den Satz 8 an, so gewinnen wir leicht -folgendes Resultat:.

) Von dieser Tendenz wird noch im nichsten Paragraphen die Rede
sein. Is ist zu erwihnen, dass schon Schroder, der tibrigens von anderen
Erwigungen ausgebt, den Vorschlag gemacht hat, das System der Vor-
aussetzungen des Klassenkalkiils durch die Aussage « zu vervollstindigen
(und sogar durch noch andere Aussagen, die jedoch — was man leicht
zeigen kann — in einfacher Weise aus der Aussage « folgen); vgL
Schroéder;, II. Bd. 1. Abt, 8. 318—349. — In diesem Zusammenhang
bemerke ich, dass mir die Einscha,ltung der Aussage « in das ,formale#
. .System der Algebra der Logik (von dem der Klassenkalkil eine Inter-
pretation ist) nicht zweckentsprechend zu sein scheint: es sind ja viele
Interpretationen dieses Systéms bekannt, in denen die betrachtete Aussage
nicht erfullt ist, :
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Satz 26. Ist a die Klasse aller Individuen, so gilt zs Wr dann
und nur dann, wenn « eine im Bereiche a richtige Aussage ist; wenn also
die Kardinalzahl k die Mdchtiglheit der Kiasse a ist, so ist Wr=R¢,.

'

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 20 und 26 bildet
Satz 27. Rt C Wr, dagegen Wr (— Rt.

“Wenn wir Satz 26 mit den Sitzen 14 .bzw. 11 und 12 zusammen-
stellen, kommen wir zum Schluss, dass diejenigen Voraussetzungen . der
Metawissenschaft, vermoge welcher man bestimmen kann, welche Mich-
tigkeit die Klasse aller Individuen besitzt (und die im Beweise des
Satzes 26 selbst nicht intervenieren), auf den Umfang des Terminus ,wahre
Aussage® einen wesentlichen Einfluss ausiiben: der Umfang des betrach-
teten Terminus ist verschieden je nachdem, ob jene Klasse endlich oder
unendlich ist; im ersten Falle hiingt der Umfang sogar davon ab, wie gross
die Machtlgkelt der besprochenen Klasse ist.

‘Weil man insbesondere auf dem Boden des hier -angenommenen
Systems von Voraussetzungen zeigen kann, dass die Klasse' aller Indivi-
duen unendlich ist (vgl. S.[80]), ermoglicht. der Satz 26 im Verein mit
Satz 12 eine strukturelle Charakteristik der Wa.hlen Aussagen:

8 atz 28. Damit xeWr, ist es notwendig und hinreichend, dass «
eine Folgerung aus der Klasse ist, die aus sdmilichen Axiomen, der

Aussage e und allen Aussagen y, besteht wo | eine beliebige natiirliche
Zahl ist.

" Dieser Satz konnte mit Riicksicht auf seine Form offenbar als
 Definition der wahren Aussage betrachtet werden; es wire dies eine
rein ‘strukturelle, der Def. 17 des beweisbaren Satzes vollkommen ana-
loge Definition. Es muss jedoch mit Nachdruck betont werden, dass die
Msglichkeit, eine derartige Definition zu konstruieren, eine rein zufillige
Erscheinung ist: wir verdanken sie den spezifischen Bigentiimlichkeiten
der betrachteten Wissenschaft (jenen Eigentiimlichkeiten, die u. a. in dem
Lemma K, welches.die wesentlichste Primisse im Beweise der Sttze 12
und 28 bildet, ihren Ausdruck gefunden haben) sowie — in gewissem
Grade — den in der Metawissenschaft angenommenen starken existen-
tialen Voraussetzungen; dagegen liegt hier — im Gegensatz zu der
urspriinglichen Definition — keine allgemeine. Konstruktionsmethode.
vor, die man auch auf andere deduktive Wissenschaften anwenden
konnte.

-

Es ist bemerkenéwert, dass man durch die Analyse des Beweises
des Satzes 28 und der Lemmata, aus denen dieser Satz folgt, ein allge-
meines strukturelles Kriterium der Wahrheit fiir alle Aussagen der unter-
suchten Sprache gewinnen kann: aus dem Satze 28 lisst sich leicht ein
solches Kriterium filr quantitative Aussagen ableiten, und der Beweis
des Lemmas K gestattet es, jeder Aussage der Sprache eine ihr dqui-
valente Aussage effektiv zuzuordnen, die, wenn sie nicht quantitativ ist,
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offensichtlich wahr oder offensichtlich falsch ist. Eine analoge Bemerkung
gilt fiir den Begriff der Rmhtxgkeﬁ; in einem - crew1ssen, bzw. in jedem
Individuenbereiche.

Die wichtigsten in diesem Abschnitt gewonnenen Ergeb-
nisse zusammenfassend, kénnen wir folgendes feststellen: '

"es ist uns gelungen, fiir die Sprache des Klas-
senkalkiils das zu konstruieren, was wir vorher
erfolglos in Bezug auf die Umcrangssprache ver-
sucht haben, namlich eine formal korrekte und
sachlich zutreffende semantlsche Definition des
Ausdiucks ,wahre Aussage‘;

unter Ausniitzung der spezifischen Bigentiimlichkei-
ten-&gs’ Klissenkalkiils haben wir es dann erreicht, diese
Definition inm eine ihr #quivalente strukiturelle Definition
umzuformen, atis der sich sogar ein allgemeines Kriterium
der Wahrheit fir die Aussagen der untersuchten Sprache
ableiten lssst. ’

§ 4. Der Begriff der wahren Aussage in dem Sprachen

endlicher Ordnung..

Die Konstruktionsmethode, deren ich mich im vorigen
* Abschnitte bei der Untersuchung der Sprache des Klassenkalkiils
bedient habe, kann man — ohne besonders wesentliche Veran-
derungen — auf viele andere formalisierte Sprachen, sogar von
bedeutend komplizierterer logischer Struktur, anwenden. Die
“folgenden Ausfithrungen sollen die Allgemeinheit dieser Me-
thode hervorheben, die Grenzen ihrer Anwendbarkeit bestimmen
und die Modifikationen skizzieren, welchen diese Methode in
den verschiedenen Fallen ihrer konkreten Anwendung unterliegt. ¥ )
Hs ist keineswegs meine Absicht, in diesen Untersuchungen
alle Sprachen zu beriicksichtigen, die man sich tiberhaupt
denken kann oder die irgend jemand irgendwann konstruieren
mochte und kénnte; ein derartiger Versuch miisste im vor-
hinein zur Erfolglosigkeit verurteilt sein. In dem, was ich hier
sagen werde, werde ich na,turgema,ss ausschliesslich Sprachen
von derselben Struktur, wie die uns gegenwirtig bekannten,
in Betracht ziehen (in der vielleicht unbegriindeten Uberzeu-
~gung, dass sie, wie bisher, so auch kiinftig ein geniigendes Fun-
dament fiir die Grundlegung des gesamten deduktiven Wissens
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bilden werden). Und sogar diese Sprachen weisen in ihrem
Aufbau so grosse Untérschiede auf, dass der Versuch, sie in
einer ganz allgemeinen und dabei prézisen Weise zu unter-
suchen, auf bedeutende Schwierigkeiten stossen miisste. Hs sind
dies allerdings Unterschiede eher ,kalligraphischer Natur: so
treten z. B. in manchen Sprachen ausschliesslich Konstante
und Variable "auf, in anderen konnen wir den Gebrauch
von sog. technischen Zeichen (Klammern, Punkten u. s. w.)
nicht vermeiden; in manchen Sprachen verwenden wir als
Variable Symbole von genau bestimmter Gestalt, wobei die
Grestalt der Variablen von ihrer Rolle und Bedeutung abhingig
ist, in anderen dagegen konnen als Variable ganz beliebige
Symbole verwendet werden, wenn sie sich nur ihrer Gestalt _
nach von den Konstanten unterscheiden; in manchen Sprachen
wieder ist jeder Ausdruck ein System von ,linear geordne-
ten“ d. i. in einer Zeile der Reihe nach aufeinander folgenden
Zeichen, in anderen konnen sich die Zeichen, die Bestandteile
eines und desselben Ausdrucks sind, in verschiedener Hohe,
nicht nur nebeneinander, sondern auch untereinander befinden.
Diese ,Kalligraphie* der Sprache iibt jedoch einen ziemlich
starken Einfluss auf die Form der Konstruktionen im Gebiete
der Metasprache aus, was ohne Zweifel schon bei einer fliich-
tigen Durchsicht der vorangehenden Paragraphen in die Augen
- springt 5%). Bereits aus diesem Grunde tragen die folgenden
Ausfithrungen einen skizzenhaften Charakter; dort, wo sie eine
mehr prizise Form annehmen, betreffen sie konkret beschrie-
-bene Sprachen, die auf dieselbe Weise wie die, uns bekannte
Sprache des Klassenkalkiils aufgebaut sind (also Sprachen ohne
technische Zeichen, mit genau bestimmter (testalt der Variablen,
mit linearer Ordnung der Zeichen in jedem Ausdruck u.s. w.) 56).

%) Vgl. hiezu z. B, 8. [49], besonders #0).

%) Um die folgenden Ausfithrungen in eine ganz prizise, konkrete
und dabei geniigend allgemeine Form zu kleiden, wiirde es gentigen, als
Gegenstand der Untersuchungen die Sprache irgend eines vollstindigen.
Systems der mathematischen Logik zu w#hlen. Eine solche Sprache kann
nimlich als ,universale“ Sprache betrachtet werden, und zwar in dem
Sinne, dass alle anderen formalisierten Sprachen — wenn man von Unter-
schieden ,kalligraphischert Natur absieht — entweder Bruchstiicke von
ihr sind oder sich aus jener Sprache bzw. aus ihren Bruchstilcken durch
Hmzufﬁgung dieser oder jemer Konstanten gewinnen lassen, Wobel seman- -
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Ehe wir an unsere Hauptaufgabe — die Konstruktion der
Definition der wahren Aussage — herantreten, miissen wir in
jedem konkreten Falle den Aufbau einer-entsprechenden Meta~
sprache und die Grundlegung der Metawissenschaft, die das
eigentliche Untersuchungsgebiet bildet, vornehmen. Hine unse-
ren Bediirfnissen entsprechende Metasprache muss drei Gruppen
von Grundausdriicken enthalten: (1) Ausdriicke von allgemein-
logischem Charakter; (2) Ausdriicke, die mit allen Konstanten
‘der zu erdrternden Sprache gleichbedeutend sind oder zum
Definieren solcher glelchbedeutender Ausdriicke (unter Zugrunde~
legung der in der Metawissenschaft angenommenen Definitions-
regeln) hinreichen; (8) Ausdriicke von strukturell-deskriptivem
Typus, die einzelne Zeichen und Ausdriicke der betrachteten
Sprache, ganze Klassen und Folgen solcher Ausdriicke oder

tische Kategorien der betreffenden Konstanten (vgl. unten S. [74] L)
_ schon durch gewisse Ausdriicke der gegebenen Sprache reprisentiert sind;
die Anweseuheit oder Abwesenheit derartiger Komstanten iibh, wie wir
uns iiberzeugen werden, nur einen minimalen Binfluss auf die Lisung
des uns interessierenden Problems aus. Nichtsdestoweniger konnte ich mich
hier nicht entschliessen die Untersuchungen in der erwihnten Richtung
zu konkretisieren, und zwar aus folgendem Gruunde. Das einzige mir
“bekannte vollstindige System der mathematischen Logilk, dessen Forma-
lisierung — im Gegensatz z. B. zum System Whitehead-Russell, —
keine Einwinde zuldsst und vollkommene Prizision aufweist, ist das
‘von Leéniewski begriindete System, das bisher in: seiner Géanze noch
nicht versffentlicht worden ist (vgl. Liedniewski; und Ledniewski,).
Leider scheint mir dieses System wegen gewisser spezifischer Eigenttim-
lichkeiten ein tberaus undankbares Objekt filr methodologische und
semantische Untersuchungen zu sein. Die Sprache dieses Systems ist nicht .
als etwas potentiell , Fertiges“ gedacht, sondern als etwas ,,Wachsendes“:
es sind nicht im vorhinein alle Zeichen und Sprachformen vorgesehen,
- welche in den Satzen des Systems erscheinen konnen; dagegen sind
genaue Regeln angegeben, welche in jedem Aufbaustadium des Systems
seine sukzessive Bereicherung durch neue Ausdriicke und Formen ermogli-
chen; im Zusammenhang damit besitzen solche Termini wie ,Aussage“,
nFolgerung®, ,beweisbarer Satz¥, ,wahre Aussage“ in Bezug auf das
besprochene System keine absolute Bedeutung und miissen auf den jewei-
ligen aktuellen Zustand des Systems bezogen werden. Formal genommen
wiirde es sogar schwer fallen, dieses System der allgemeinen, am Anfang
des § 2 gegebenen Charakterisierung der formalisierten deduktiven Wis-
senschaften unterzuordmen. Um unter diesen Umstinden das System
Ledniewski’s den Bediirfnissen der vorliegenden Untersuchungen anzu-
passen, miisste es einer recht grindlichen Umarbeitung unterzogen werden,
was jedoch.den Rahmen dieser Arbeit vollstindig sprengen wiirde.
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endlich die zwischen. ihnen bestehenden Relationen bezeichnen.
Die Unentbehrlichkeit der Ausdriicke der ersten Gruppe ist
evident. Die Ausdriicke der zweiten Gruppe gestatten jede.
konkrete Aussage oder, allgemeiner ausgedriickt, jeden sinn-
vollen Ausdruck der betrachteten Sprache in die Metasprache
zu fibersetzen und die Ausdriicke der dritten Gruppe ermogli-
chen es, jedem solchen Ausdrucke einen ihn bezeichnenden
Rinzelnamen in der Metasprache zuzuordnen; "diese beiden
Umsténde spielen zusammengenommen eine wesentliche Rolle
bei der endgiltigen Formulierung der gesuchten Definition.
Entsprechend. den drei Gruppen der Grundausdriicke umfasst
das volle Axiomensystem der Metawissenschaft drei Gruppen
von Aussagen: (1) Axiome von allgemein-logischem- Charakter;
(2) Axiome, die mit den Axiomen der untersuchten Wissen-
schaft gleichbedeutend oder logisch stirker als sie sind, die -
aber jedenfalls (unter Zugrundelegung der angenommenen
Schlussregeln) zur Begriindung aller mit den Tehrsétzen der
betrachteten Wissenschaft gleichbedeutenden Aussagen hin-
. reichen 5%); schliesslich (3) Axiome, welche die fundamentalen
‘Eigenschaften der Grundbegrifie von  strukturell-deskriptivem
Typus bestimmen. Die Grundausdriicke und Axiome der ersten
G‘rruppe (sowie die Definitions- und Schlussregeln) entnehmen
wir irgend einem geniigend ausgebauten System ‘der mathe-
matischen Logik; die Ausdriicke und Axiome der zweiten .
' Gruppe sind naturgemsss von den spezifischen Eigenttimlich-

%) 'Wie bereits bemerkt wurde (S. [21]), interessieren uns hier aus-
schliesslich solche deduktive W1ssenschaften, die keine ,formalen* Wis-
senschaften in einer ganz besonderen Bedeutung dieses Wortes sind; ich .
habe dabei verschiedene Bedingungen — nicht formaler, sondern inhalt—
licher Natur -~ angefiihrt, denen die hier untersuchten Wissenschaften
. gentigen: ein streng bestimmter und fiir uns verstindlicher Sinn der
Konstanten, die Evidenz der Axiome, die Unfehlbarkeit der Schlussregeln.
Ein #usseres Merkmal dieses Standpunkts ist eben der Umsbtand, dass
_ unter den Grundausdriickén und den Axiomen der Metawissenschaft u, a,
die Augdricke und Axiome der zweiten Gruppe auftreten: denn sobald
wir gewisse Ausdriicke fiir verstindlich halten oder an die Wahrheit
gewisser Aussagen glauben, besteht kein Hindernis, sich ihrer je nach
Bedarf zu bedienen; dies trifft auch auf die Schlussregeln zu, die wir im
Bedarfsfalle aus der Wissenschaft in die Metawissenschaft transponieren
‘dtirfen. Wir werden uns im weiteren Verlauf unserer Uberlegungen tiber- -
zeugen, dass in dem gegebenen Falle dieses Bedirfnis tatsichlich besteht.
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keiten der untersuchten Wissenschaft abhingig; fir die dritte
Gruppe endlich werden entsprechende Muster in den Ausfiiki-
rungen des § 2 geliefert. Bs ist zu bemerken, dass die zwei
ersten Gruppen der Grundausdriicke und Axiome sich teilweise
decken und in jenen Fillen, in denen die mathematische
Logik oder ihr Bruchstiick Gegenstand der Untersuchung bildet
(wie dies z. B. beim Klassenkalkiil der Fall war), sogar ganz
zu einer Gruppe verfliessen. ‘

Ist die Grundlegung der Metawissenschaft durchgefithrt,
so entsteht fiir uns zunichst die Aufgabe, aus der Gesamtheit
aller Ausdriicke der Sprache die besonders wichtige Kategorie
der Aussagefunktionen und insbesondere der Aussa-
gen auszuzeichnen. Die Ausdriicke der untersuchten Sprachen
bestehen aus Konstanten und Variablen. Unter den
Konstanten, deren Anzahl gewohnlich endlich ist, finden wir
in der Regel gewisse Zeichen aus dem Gebiete des Aussagen-
kalkiils und’ des Funktionenkalkiils, wie z. B. die Zeichen der
Negation, der logischen Summe, des logischen Produkts, der
Implikation, der Aquivalenz sowie die All- und Existenz-
zeichen — Zeichen, die uns teilweise schon aus § 2 bekannt sind;
daneber begegnen wir manchmal auch anderen Zeichen, welche .
mit dem individuellen Charakter. der betrachteten Sprache
. zusammenhéngen und in inhaltlicher Deutung konkrete Indi-
viduen, Klassen oder Relationen bezeichnen, wie z. B. das
Inklusionszeichen in der Sprache des Klassenkalkiils, das eine
bestimmte Relation zwischen Klassen von Inlelduen bezeich-
net. Die Variablen treten gewohnlich in unendlicher Anzahl
auf; je nach ihrer Gestalt und der Interpretation der Sprache
reprisentieren sie Namen von Individuen, Klassen oder Rela-
tionen (manchmal haben wir es auch mit Variablen zu tun,
welche Aussagen vertreten, d. h. mit den sog. Aussageva-
riablen %8) ). Unter den Ausdriicken, die aus den Zeichen beider

%) In vielen Sprachen treten ausserdem verschiedene andere Kate-
gorien von Konstanten und Variablen auf, u. a. die sog. namenbildenden =
- Funktoren, die in Verbindung mit Variablen zusammengesetate Ausdriicke
bilden, "durch die Namen von Individuen, Klassen und Relationen ver-
- treten werden (z. B. das Wort ,Vater* in der Umgangsprache oder das
Zeichen des Komplements in der vollstindigen Sprache des Klassenkal-
kiuls — vgl. 7 und. 1)), Die Sprachen, die wir in dieser Arbeit betra.chten,
enthalten keine derartxgen Zeichen und Ausdriicke.

-
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Arten gebildet sind, werden vor allem 'die’ fundamentalen (ele-
mentaren) Aussagefunktionen, die den Inklusionen g, des
Klassenkalkiils entsprechen, ausgezeichnet. Die genaue Beschrei-
bung der Gestalt dieser Aussagefunktionen.und die Bestim-
mung ihres inhaltlichen Sinnes sind von den speziellen Eigen-
titmlichkeiten der betrachteten Sprache abhingig. Jedenfalls
sind dies gewisse Komplexe von Konstanten, die Namen von
Individuen, Klassen oder Relationen sind, und von Variablen,
welche diese Namen reprisentieren. Das erste Zeichen eines
solehen Komplexes ist immer der Name einer Klasse oder einer
Relation, bzw. eine- entsprechende Variable, und wird (aus-
sagebildender) Funktor der gegébenen fundamen-
talen Aussagefunktion genannt®); die ibrigen Zeichen
nennen wir Argumente, ndmlich 1tes, 2tes, . ktes Argument —
je nach der Stelle, die sie einnehmen. Fiir jede Konstante und
Variable der untersuchten Sprache — mit Ausnahme der Kon-
stanten aus dem Gebiete des Aussagenkalkiils sowie der All-
und Existenzzeichen — lisst sich eine fundamentale Funktion .
- bilden, die dieses Zeichen enthilt (die Aussagevariablen kom-
men, selbst wenn sie in der Spra,éhe auftreten, in den funda-
mentalen Funktionen als Funktoren oder Argumente nicht vor,
dagegen wird jede von ihnen als selbstindige fundamentale

%) Es werden hier also die aussagebildenden Funktoren, deren
,Argumente Namen sind, mit den Namen von Klassen bzw. Relationen
. identifiziert (und zwar die ein-argumentigen Funktoren mit den Namen
von Klassen und die iibrigen mit den Namen von zwei- oder mehrglied-
rigen Relationen). Bei derjenigen Interpretation des Terminus Hrunktor,
welche an einigen Beispielen in 7) festgesetzt wurde, erscheint diese
Identifizierung kiinstlich; jedenfalls stimmt sie sicher. mit dem Geiste
und der formalen Struktur der Umgangssprache nicht tibersin. Dagegen
scheint mir aus vielen Griinden, auf die ich nicht n#her eingehen werde,
die Unterscheidung dieser beiden Kategorien von Ausdriicken (d. i. aus-
. sagebildender Funkloren und Namen von Klassen bzw. Relationen) in
Bezug auf formalisierte Sprachen keineswegs notwendig oder zweck-
‘miissig. - Diese ganse Frage hat iibrigens eher einen terminologischen
. Charakter und ist ohne Einfluss auf den weiteren Gang der Untersuchung;

man kann nach Belieben entweder die im Texte angegebene Definition
des Funktors rein formal auffassen und von der bisherigen Interpretation
dieses Terminus absehen, oder aber die Interpretation von Termini wie
yName einer Klasse“, ,Name einer Relation* so erweitern, dass wir Aus-
driicke mit embezmhen, die im tiblichen Sinne keine Namen smd
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Funktion betra,chtet) Ferner fithren wir die sog. Grundope-
rationen an Ausdriicken ein, mit deren Hilfe man aus
einfacheren Ausdrucken.zusammengesetztexe bilden kann. Neben
den Operationen des Negierens, des logischen Addierens und
des Generalisierens, die uns aus § 2 bekannt sind (Def. 2, 8 -
und 6), kommen hier noch andere analog definierte Operationen
in Betracht, wie das logische Multiplizieren, das Bilden der
Implikation und Aquivalenz sowie das Partikularisieren; jede
von diesen Operationen besteht darin, dass vor den betrach-
teten Ausdruck oder vor zwei auf einanderfolgende Ausdriicke
(je nach der Art der Operation) entweder eine der zur Sprache
gehorenden Konstanten des Aussagenkalkiils oder auch das
All- bzw. Existenzzeichen samt der unmittelbar darauf fol-
genden Variablen gestellt wird. Die Ausdriicke, die wir aus
den fundamentalen Funktionen gewinnen, indem wir an ihnen
beliebig oft in beliebiger Reihenfolge irgend welche von den
~ Grundoperationen vollziehen, nennen wir eben Aussagefunk-
tionen. Unter den Variablen, die in einer gegebenen Aussage-
funktion auftreten, kann man — z. B. mit Hilfe -rekursiver
Definitionen — freie und gebundene Variable unter-
scheiden; Aussagefunktionen ohne freie Variable heissen Aus-_
sagen (Vgl Def. 1012 im § 2).

Ferner definieren wir noch andere Begriffe, die eng mit
dem deduktiven Charakter der Wissenschaft, welche Gegen-
stand der Untersuchung ist, zusammenhingen, und zwar die
Begriffe des Axioms, der Folgerung und des beweis-
baren Satzes. Zu den Axiomen zshlen wir in der Regel
gewisse Aussagen logischen Charakters, welche auf shnliche
Weise konstruiert sind, wie die Axiome der ersten Kategorie
des Klassenkalkiils (vgl. § 2, Def. 18); im tibrigen haingt jedoch
. die Definition des Axioms ginzlich von den individuellen Eigen-
timlichkeiten der untersuchten Wissenschaft, manchmal sogar
von -zufalligen- Faktoren ab, die mit ihrer historischen Ent- .
wicklung zusammenhéngen. Bei der Prizisierung des Begriffs
der Folgerung dagegen richten wir uns wieder — mutatis
mutandis — nach den Mustern des § 2: die Operationen, mit
_deren Hilfe wir aus den Aussagen einer gegebenen Klasse
ihre Folgerungen bilden, unterscheiden sich in. keinem wesent-
lichen Punkt von den Operationen, die in der Def. 156 ange-
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geben wurden; die Folgerungen aus den Axiomen werden
beweisbare Sitze genannt,

Nach dieser Vorarbeit wenden wir uns bereits an unsere
Hauptaufgabe — die Konstruktion der richtigen Definition der
wahren Aussage. Wie sich aus § 8 ergibt, fithrt die uns
zur Verfiigung stehende Konstruktionsmethode zunichst tiber
die Definition eines anderen Begriffs allgemeinerer Natur, der
fir die Forschungen auf dem Gebiet der Semantik der Sprache
fundamentale Bedeutung hat; ich meine den Begriff: Erf llt-
sein einer Aussagefunktion durch eine Folge von
Gegenstinden. Im gleichen Paragraphen habe ich versucht,
die iibliche, in der Sprache vorgefundene Bedeutung des soeben
angefiihrten Ausdrucks zu kliren. Ich habe auch darauf hinge-
.wiesen, dass man sich beim Aufbau einer korrekten Definition
des Begriffs des Erfiilltseins der rekursiven Definition bedienen
kann; zu diesem Zwecke geniighes — wenn man die rekursive
Definition der Aussagefunktion beachtet sowie den inhaltlichen
Sinn der fundamentalen Aussagefunktionen und der Grund-
operationen an Ausdriicken im Auge behilt — zwei Umstédnde
festzustellen: (1) welche Folgen die fundamentalen Funktionen
erfilllen, und (2) wie sich der Begriff des Erfiilltseins bei An- -
wendung irgend welcher Grundoperationen verhalt (oder genauer
ausgedriickt: welche Folgen jene Aussagefunktionen erfiillen,
‘die aus den gegebenen Aussagefunktionen mit Hilfe einer der
Grundoperationen gewonnen werden, vorausgesetzt, dass bereits
festgelegt ist, welche Folgen die gegebenen Aussagefunktionen
erfiillen). Sobald die Plaz1s1erung des Sinnes des betrachteten .
Begriffs gelungen ist, bietet die Definition der Wahrkeit keine
-Schwierigkeiten mehr die wahren Aussagen lassen sich als
diejenigen Aussagen definieren, die durch eine beliebige Folge
von (Gegenstinden erfillt sind.

Bei der Realisation des eben skizzierten Planes in Bezug
auf verschiedene konkrete Sprachen stossen wir jedoch auf
Hindernisse prinzipieller Natur, und zwar in dem Augenblick,
in dem wir die korrekte Definition des Begriffs des Erfiilltseins
endgliltig zu formulieren versuchen. Um das Wesen dieser

" - Schwierigkeiten klar zu machen, muss vorher ein Begriff -

erdrtert werden, den einzufithren sich bisher keine Grelegenheit
geboten hat, namhch der Begriff der semantisc h en (oder
Bedeutungs ) Kategorle




[78] o Der Wahrheitsbegrift 335

" Dieser Begriff, welcher von E. Husserl stammt, wurde
durch Liedniewski in die Untersuchungen iiber die Grund-
lagen der deduktiven Wissenschaften  eingefiithrt. Formal be-
trachtet, ist die Rolle dieses Begriffs bei dem Aufbau einer
Wissenschaft analog- der Rolle des Begriffs des Typus im
System Principia Mathematico von Whitehead und Rus-
sell; was aber seinen Ursprung und seinen Inhalt anbelangt,
-entspricht er (anniherungsweise) eher dem aus der Grammatik
der Umgangssprache wohl bekannten Begriff des Redeteiles.
Wéahrend die Typentheorie hauptsichlich als eine Art Vorbeu-
gungsmittel gedacht war, das die deduktiven Wissenschaften
vor eventuellen Antinomien bewahren'sollte, dringt die Theorie
der semantischen Kategorien so tief in die fundamentalen, die
Smnhaftlokem der Ausdriicke betreffenden Intuitionen hinein,
dass es kaum moglich ist, sich eine wissenschaftliche Sprache
vorzustellen, deren Aussagen einen deutlichen inhaltlichen Sinn
besitzen, deren Bau jedoch mit der in Rede stehenden Theorie
in einer ihrer Auffassungen nicht in Einklang gebracht wer-
den kann %), ' . :

Aus Griinden, von denen schon am Anfang dieses Para-
graphen die Rede war, miissen wir hier auf die Angabe einer
prazisen strukturellen Definition der semantischen Kategorie.
verzichten und uns mit folgender anndhernden Formulierung
begntigen : zwei Ausdriicke gehdren zu derselben seman-
tischen Kategorie, wenn es (1) eine Aussagefunktion gibt,
die einen dieser Ausdriicke enthilt, und wenn (2) keine Funk-.
tion, die einen dieser Ausdriicke enthilt, den Charakter einer
Aussagefunktion verliert, falls man in ibhr diesen Ausdruck
durch den anderen ersetzt. Es folgt daraus, dass die Relation
der Zugehorigkeit zu derselben Kategorie reflexiv, symmetrisch -
und- transitiv ist. Wenn man also das sog. Abstraktionsprinzip &)

) Vgl. hiezu Leéniewski;, besonders S. 14 und 68; Ajdukie-
wiczy, S. 9 und 148. In forn}aler Hinsicht ist die Theorie der semanti-
schen Kategorien von der urspriinglichen Typentheorie der Principia
Mathematica (Whitehead-Russell, Vol. I, 8. 87 f.) ziemlich entfernt,
sie unterscheidet sich dagegen wenig von der sog. vereinfachten Typen:
‘_}theorle (vgl. Chwistek,, 8. 12—14; Carnap,, S. 19—22) und ist eher
eine Erweiterung derselben. 5%% v\w{w IQWWWS Fw _lea“w(w e

) Vgl Ca.rna.pi, S., 48——50 » L(om;%tl&#“
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_anwendet, kann man alle Ausdriicke der Sprache, die Bestand-
teile von Aussagefunktionen sind, in Klassen chne gemeinsame
.Elemente einteilen, indem man nimlich zwei Ausdriicke dann
und nur dann zu einer und derselben Klasse z&hlt, wenn sie
zu derselben semantischen Xategorie gehoren; jede solche
Klasse nennen wir eben eine semantische Kategorie. Als ein-
fachste Beispiele der semantischen Kategorien, die man in ver-
schiedenen bekannten Sprachen antrifft, geniigt es die Kate-
gorie der Aussagefunktionen anzufiithren, ferner die Kategorien,
die beziehungsweise -die Namen von Individuen, von Klassen
von Individuen, von zweigliedrigen Relationen zwischen Indivi-
" duen u. s. w. umfassen; Variable (bzw. Ausdriicke mit Varia-
blen), welche Namen der gegebenen Kategorie reprisentieren,
gehoren ebenfalls zu . derselben Kategorie. ‘
Im Zusammenhang mit der Definition der semantischen
Kategorie taucht folgende Frage auf: ist zur Feststellung des
Umstandes, dass zwei gegebene Ausdriicke zu ein und derselben
semantischen Kategorie gehoren, die Beriicksichtigung aller
‘mdglichen Aussagefunktionen, welche einen von den gegebenen
Ausdriicken enthalten, und die Untersuchung ihres Verhaltens
bei Ersetzung dieses Ausdrucks durch einen anderen notwendig,
oder geniigt die Beobachtung der in Rede stehenden Krschei-
nung in einigen oder sogar in nur einem Falle? Will man sich
"an den iiblichen Sprachgebrauch anlehnen, so erscheint die
zweite Eventualitit viel natiirlicher: damit zwei Ausdriicke zu
derselben semantischen Kategorie gehéren, gentigh es, wenn es
nur eine Funktion gibt, die einen dieser Ausdriicke enthalt
und die nach der Ersetzung dieses Ausdrucks durch den
anderen eine Aussagefunktion bleibt. Dieses Prinzip, das man
das Hauptprinzip der Theorie der semantischen
Kategorien nennen konnte, wird dem Aufbau der hier unter-
suchten formalisierten Sprachen streng zugrunde gelegt ).

) Auf -konkrete Sprachen angewendet, erfordern die im Texte ange-.
gebenen Formulierungen — sowohl die der Definition der semantischen
Kategorie, wie auch die des sosben erwihnten Prinzips — verschiedene
Korrekturen und Erginzungen. Sie sind jedenfalls zu allgemein, denn
sie umfassen auch solche Ausdriicke, denen wir gewthnlich keine selbstin-
dige Bedeutung zuschreiben, und reihen sie. oft in dieselben semantischen -
Kategorien ein, zu welchen sinnvolle Ausdriicke gehoren (so wiirden z. B.

“in der Sprache des Klassenkalkiils zu derselben Kategorie die Ausdriicke -
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Es wird vor allem bei der Prézisierung des Begriffs der Aus-
sagefunktion beriicksichtigt; auch bt es einen wesentlichen
‘Einfluss auf die Definition der Operation- der Einsetzung aus,
d. i. einer von jenen Operationen, mit deren Hilfe wir aus den
“Aussagen einer Klasse ihre Folgerungen bilden; wollen wir
némlich, dass diese Operation, an einer beliebigen Aussage aus-
‘gefithrt, als Resultat immer eine neue Aussage gebe, so miissen
wir uns darauf beschrinken, fiir die Variablen nur solche Aus-
driicke einzusetzen, welche zu derselben semantischen Kategorie

-gehdren wie die entsprechenden Variablen ). Mit diesem Prinzip

héingt ein allgemeines Gesetz eng zusammen, das die seman-
tischen Kategorien aussagebildender Funktoren betrifft: die
Funktoren zweier fundamentaler Aussagefunktionen gehoren
dann und nur dann zu derselben Kategorie, wenn die Zahl
der Argumente in beiden Funktionen die gleiche ist und wenn

zwel beliebige, ihrer Stelle nach einander entsprechende Argu- '

mente dieser Funktionen zu derselben Kategorie gehoren.
Daraus folgt insbesondere, dass kein Zeichen gleichzeitig ein

Funktor zweier Funktionen sein kann, die eine verschiedene

Anzahl von Argumenten besitzen, oder zweler solcher Funk-
tionen (auch wenn sie die gleiche Anzahl von Argumenten
besitzen), in demen zwei ibrer Stelle nach einander entspre-
chende Argumente zu verschiedenen Kategorien gehéren.

»NY SOz f und ,Afx,x,“ gehdren); in Bezug auf diese sinnlosen Aus-
drticke verliert sogar — wie man leicht erweisen kann — das Haupt-
prinzip der Theorie der semantischen Kategorien seine ‘Geltung. Diese
Tatsache ist fiir unsere Untersuchungen von keiner wesentlichen Bedeu-
tung, denn wir werden hier den Begriff der semantischen Kategorie nicht

auf zusammengesetzte Ausdriicke, sondern ausschliesslich auf Variable

anwenden. Andrerseits zeigen die Beispiele, die wir im weiteren Verlaufe
der Arbeit kennen lernen werden, dass obige Foxmulierungen in konkreten
Fallen sehr weitgehende Vereinfachungen zulassen: dank einer entspre-
chenden Auswahl der beim Bau der Ausdriicke der Sprache verwendeten
Zeichen entscheidet schon die blosse Gestalt des Zeichens (und sogar
des zusammengesetzten Ausdrucks) tiber seine Kategorie. . Infolgedessen
ist es mdglich, dass in ‘den methodologischen und semantischen Unter-
suchungen,” die eine konkrete Sprache betreffen, der Begriff der seman-
tischen Kategorie explicite tiberhaupt nicht a,uftrltb ;

) In der Sprache des Klassenkalkiils und in jenen Sprachem, die

;'_ich im. weiteren Verlauf der Arbeit n#her beschreiben werde, kénnen
derartige Ausdriicke nur andere Variable sein; so erklirt sich die For-
mulierung der Def, 14 des § 2. 9
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Wir brauchen eine Klassifikation der semantischen Kate-
gorien: jeder Kategorie wird eine bestimmte natiirliche Zahl
zugeordnet, die Ordnung der Kategorie heisst; diese
- Ordnung wird zugleich allen Ausdriicken zugeschrieben, welche
diese Kategorie umfasst®). Der Sinn des in Rede stehenden
Terminus lasst sich auf rekursivem Wege bestimmen. Zu diesem
Zwecke nehmen wir folgende Konvention an . (wobei wir nur
jene Sprachen ins Auge fassen, die hier naher behandelt werden
sollen, und ausschliesslich die semantischen Kategorien der
Variablen berticksichtigen): (1) die 1t Ordnung schreiben .wir
nur den Namen von Individuen und den sie représentierenden
Variablen zu; (2) als Ausdriicke der s+41t® Ordnung, wo »
eine beliebige natiirliche Zahl ist, bezeichnen wir die Funktoren
aller jener fundamentalen Funktionen, deren Argumente ins-
gesamt hochstens von #%* Ordnung sind, wobei mindestens
eines genau von 7% Ordnung sein muss. Allen Ausdriicken,
die zu einer gegebenen semantischen Kategorie gehoren, kommt
kraft obiger Konvention dieselbe Ordnung zu, die deshalb die
Ordnung der betrachteten Kategorie genannt wird 5). Dagegen

) Vgl. hiezu Carnap,, S. 81—-82.

) Diese Klassifikation umfasst keineswegs alle semantischen Kate-
gorien, die man in den formalisierten Sprachen antrifft. Sie umfasst z. B.
~ nicht die Aussagevariablen und die Funktoren mit Aussageargumenten —

also Zeichen, die im Aussagenkalkiil auftreten, — und ebensowenig solche
Funktoren, die samt den entsprechenden Argumenten Ausdriicke bilden,
die zu einer von den Aussagefunktionen verschiedenen Kategorie gehdren,
wie z B. die namenbildenden Funktoren, die ich in %) erwiithnt habe.
‘Angesichts dessen konnte man die im Texte angefithrte Definition
- der Ordnung in folgender Weise erweitern: (1) die 1te Ordnung schreiben
wir den Aunssagen, den Namen von Individwen und den sie reprisentiec-
renden Ausdricken zu; (2) zu den Ausdriicken #-lter Ordnung rechnen
wir jene Funktoren mit einer beliebigen Anzabl von Argumenten der
- Ordnung <{n, die zusammen mit diesen Argumenten Ausdriicke der Ord-
nung <7 bilden, aber dabei selbst keine Ausdriicke nter oder niedrigerer
Ordnung sind. Auch diese Definition umfasst noch nicht alle sinnvollen
Avusdriicks, die in den deduktiven Wissenschaften vorkommen. Es fallen
nimlich unter diese Definition keine Zeichen, die Variable ,binden“
(also solche Zeichen wie die All- und Existenzzeichen, die Zeichen ,3
und 7% aus der Mengenlehre und Analysis oder das Integralzsichen),
Zeichen, die man — im Gegensatz zu den Funkforen -~ Operatoren
nennen kénnte (v. Neumann, spricht in diesem  Zusammenhange von
Abstraktionen) Dagegen ist die letzte Klassifikation vollkommen dem
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ist' die Kategorie keineswegs durch die Ordnung bestimmb:
jede mnatiirliche Zahl, die grosser ist als 1, kann Ordnung
vieler verschiedener Kategorien sein; so z. B. sind sowohl die
Namen der Klassen von Individuen wie auch die Namen der
zwei-, drei-. und mehrgliedrigen Relationen zwischen Individuen -
Ausdriicke 2% Ordnung. '

Es lohnt sich die Aussagefunktionen der Sprache, ent-
sprechend den semantischen Kategorien der in’ diesen Funk-
tionen auftretenden freien Variablen, einer Klassifikation zu
unterwerfen: von zwei Funktionen wollen wir némlich sagen,
dass sie denselben semantischen Typus besitzen
" wenn die Anzahl der freien Variablen jeder semantischen Kate-
gorie in beiden Funktionen dieselbe ist (oder m. a. W., wenn
man den fréien Variablen der einen Funktion eineindeutig
die freien Variablen der andern Funktion zuordnen kann, und
zwar in der Weise, dass jeder Variablen eine Variable derselben
Kategorie entspricht); die Klasse aller Aussagefunktionen, die
denselben Typus wie eine gegebene Funktion besitzen, konnen
wir einen semantischen Typus nennen.

‘Den Terminus ,,semant1sche Kategorie“ gebrauchen wir
‘manchmal in iibertragener Bedeutung, indem wir ihn nicht auf
‘die Ausdriicke der Sprache, sondern auf die von ihnen bezeich-
neten Gegenstinde anwenden; derartige ,Hypostasen“ sind
in- logischer Hinsicht nicht ganz korrekt, aber sie vereinfachen
die Formulierung vieler Gtedanken. So sagen wir z. B., dass
alle Individuen zu derselben semantischen Kategorie gehéren,
dass aber keine Klassen oder Relationen zu eben dieser Kate-
gorie gehdren. Aus dem oben angefiihrten ullgemeinen Gesetze,
das die aussagebildenden Funktoren betrifft, folgern wir, ‘dass
zwei Klassen dann und nur dann zu derselbén Kategorie
gehoren, wenn alle ihre Elemente zu ein und derselben Kate-

System. von Le$niewski angepasst, von dem in %) die Rede war; dieses
System enthilt ndmlich iiberhaupt keine Operatoren mit alleiniger Aus- -
nahme des Allzeichens, das zu keiner semantischen Kategorie gezihlt
“wird. Ich bemerke noch, dass — meiner Ansicht nach — das Fehlen von
Operatoren im System von Ledniewski eine Liicke bildet, welche in
- ‘einem gewissen Grade seinen ,universalen® Charakter einschrankt; wegen
der grossen Bedeutung dieser Zeichen fiir die mathematischen Forschungen
wire eine entsprechende Erginzung des Systems sebr erwiinscht.
*
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gorie ‘gehdren; zweli zweigliedrige Relationen gehoren dann
und nur dann zu derselben Kategorie, wenn ihre Bereiche zu
ein und derselben Kategorie gehoren und wenn ihre Gegen-
bereiche gleichfalls zu einer Kategorie gehoren: inshesondere
gehdren zwel Folgen dann und nur dann zu derselben Kate-
gorie, wenn alle ihre Glieder zu ein und derselben Kategorie
gehoren; eine Klasse und eine Relation oder zwei Relationen
mit verschiedener Gliederzahl gehdren niemals zu derselben
Kategorie. Ferner folgt daraus, dass es keine Klasse geben kann,
deren Elemente zu zwei oder mehreren semantischen Kate-
gorien gehdren; in analoger Weise kann es keine Folge geben,
die zu verschiedenen semantischen Kategorien gehérende Glieder
besitzt. Individuen werden manchmal Gegenstinde 1tr Ordnung,
Klassen von Individuen und die zwischen ihnen bestehenden
Relationen Gegenstinde 2tr Ordnung genannt u. s. w.

Die Sprache eines vollstindigen Systems der Logik soll
bereits — aktuell oder potentiell — alle mdglichen seman-
tischen Kategorien enthalten, die in den Sprachen der deduk-
tiven Wissenschaften auftreten. Eben dieser Umstand verleiht
der erwidhnten Sprache einen in gewissem Sinne ,universalen¢
Charakter, und er ist einer jener Faktoren, demen die Logik
ihre fundamentale Bedeutung fiir das gesamte deduktive Wissen
verdankt. In verschiedenen fragmentarischen Systemen .der
Logik sowie in anderen deduktiven Wissenschaften kann die

' Mannigfaltigkeit der sema.nt;schen Ka,tegonen einer bedeutenden
' Beschrankung unterliegen — sowohl in Bezug auf ihre Zahl

wie auch auf ihre Ordnung. Wie wir uns iiberzeugen werden,
hingt der Grad der Schwierigkeit, die wir bei der Konstruktion
einer korrekten Definition der wahren Aussage in Bezug auf
diese oder jene konkrete Sprache zu iiberwinden haben, in
erster Reihe von eben dieser Mannigfaltigkeit der in der Sprache
auftretenden semantischen Kategorien ab, — genauer gesagt-
davon, ob die Ausdriicke und speziell die Variablen der unter--
suchten Sprache zu einer endlichen oder unendlichen Anzahl
von Kategorien gehoren, in letzterem Fall- auch noch davon,
ob die Ordnungen aller dieser Kategorien von oben beschriankt.

. §ind oder nicht. TUnter diesem _Gesichtspunkt kann man vier

Arten von Sprachen unterscheiden: (1) Sprachen, in denen

“alle Vanablen zu einer und derselben semantischen Katecrome
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gehoren; (2) Sprachen, in denen die Anzahl der die Variablen
umfassenden Kategorien grosser als 1, aber endlich ist; (8) Spra-
chen, in denen die Variablen zu unendlich vielen verschiedenen
semantischen Kategorien gehoren, -wobei aber die Ordnung
dieser Variablen eine im vorhinein gegebene natiirliche Zahl »
nicht {iberschreitet, und endlich (4) Sprachen, die Variable
beliebig hoher Ordnung enthalten. Die Sprachen der ersten
drei Arten werden wir Sprachen endlicher Ordnung
nennen im Gegensatz zu den Sprachen der vierten Art — den
Sprachen unendlicher Ordnung; die Sprachen endli-
cher Ordnung kénnte man weiterhin in Sprachen Iter, 2ter Ord-
nuLg U. S. W. einteilen — je nach der hochsten Ordnung der
in der Sprache auftretenden Variablen. In Erginzung der am
Anfang “des Paragraphen entworfenen Skizze des Aufbaus
einer Metawissenschaft muss hier bemerkt werden, dass die
Metasprache,  auf deren Boden wir die Untersuchung fithren,
wenigstens mit allen jenen semantischen Kategorien ausge- -
stattet sein soll, die in der untersuchten Sprache vertreten
sind: dies ist notwendig, falls wir es wiinschen, uns die Uber-
‘setzung eines beliebigen Awusdrucks aus der Sprache in die
Metasprache zu ermdglichen ¢6). »

Hinsichtlich ihrer logischen Struktur sind die Sprachen -
lter Art offenbar die einfachsten. Als ihr typisches Beispiel
kann -die uns bekannte Sprache des Klassenkalkiils dienen.
Wir haben im § 3 gesehen, dass in Bezug auf diese konkrete
Sprache die Definition des Erfiilltseins einer Aussagefunktion -
durch eine Folge von Gegenstinden und dadurch auch die
Definition der wahren Aussage keine grésseren Schwierigkeiten
bietet. Die dort skizzierte Konstruktionsmethode lisst sich in
ihrer Giénze auf andere. Sprachen 1tr Art anwenden. Es ist klar,
dass dabei in Einzelheiten gewisse. Abweichungén auftreten -
kénnen; u. a. operieren wir nach Bedarf-anstatt mit Folgen
von Klassen mit Folgen anderer.Art, -z. B. mit'Folgen von
Individuen oder Relationen — .je mach der inhaltlichen Inter-
pretation und semanmschen Kategorie der in der oprache auf-
tretenden Variablen 67).

%) Es gelten hier — mutatis mutandis — die Bemerkungen aus 57‘).
%) Geewisse Komplikationen, auf die ich hier nicht n#her eingehen
werde, entstehen, wenn in der betrachteten Sprache neben Variablen auch
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- Beachtenswert ist ein besonders einfaches Beispiel der
Sprachen 1% Art, und zwar die durch Kinfithrung des All-
und - Existenzzeichens ‘erweiterte Sprache des fiblichen Awus-
sagenkalkiils ¢%); 'die Einfachheit dieser Sprache-besteht u. a.
darin, dass sich der Begriff der Variablen mit dem Begriff der .
fundamentalen Aussagefunktion deckt. In der Metawissenschaft
des Aussagenkalkiils gibt man bekanntlich zwei verschiedene
Definitionen des beweisbaren Satzes, deren Aquivalenz keines-
wegs evident ist: die eine stiitzt sich auf den Begriff der
Folgerung und ist den Def. 15—17 des § 2 analog, die. zweite
hiingt mit dem Begriff der zweiwertigen Matrix zusammen;
dieser zweiten Definition ist es zu verdanken, dass wir —
wenn uns die Gestalt einer beliebigen Aussage bekannt ist —
leicht feststellen konnem, ob sie beweisbar ist8). Wenn wir
nun fiir die betrachtete Sprache eine Definition der wahren
Aussage streng nach den im § 3 angegebenen Mustern konstru-
- ieren; so iiberzeugen wir uns leicht, dass sie eine einfache
Umformung der zweiten der erwshnten Definitionen des beweis-
baren Satzes darstellt und dass infolgedessen in diesem Fall
die beiden Termini ,beweisbharer Satz* und “,wahre Aussage“
denselben Umfang besitzen; dieser Umstand liefert uns u. a.
ein allgemeines strukturélles Kriterium der Wahrheit fiir die
Aussagen der betrachteten Sprache. Die in vorliegender Arbeit
“begriindete Konstruktionsmethode kénnte man also in gewissem
Sinne als eine Verallgemeinerung der aus den Untersuchungen
tiber den Aussagenkalkiil bekannten Matrizenmethode betrachten.

Ernste Schwierigkeiten entstehen erst dann, wenn wir
Sprachen von komplizierterer Struktur betrachten, also Spra-
chen “der 2t . -8t ynd 4t Art, Wir miissen nunmehr diese
Schwierigkeiten analysieren und die Methoden beschreiben, die
wenigstens ihre teilweise Uberwindung erméglichen. Um unsere
Ausfithrungen moglichst klar und prizis zu gestalten, werde
ich einige konkrete formalisierte Sprachen etwas genauer be-

' zusammengesetzte Ausdriicke derselben semantischen Kategorie auftreten; -

als Beispiel kann die vollstindige Sprache des Klassenmkalkiils dienen,
von der in %) dié Rede war, oder die im Artikel Presburger, unter-
suchte Sprache eines Systerms der Arithmetik (vgl. auch 58).

%) Vgl. Hilbert-Ackermanmn,, S 84—85; Tiukasiewicsz,
S. 164 ff.; Bukasiewicz-Tarskiy, § 4. :
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sprechen — je eine von jeder Art; ich werde versuchen, mdg-

lichst einfache Beispiele zu wihlen, die von allen weniger
-wesentlichen, untergeordneten Komplikationen frei und dabei
insofern. typisch sind, als die erwahnten Schwierigkeiten auf
ihrem Boden 1n1 1hrem ganzen Umfang und in aller Krassheit
auftreten.

" Die Sprache, die uns als Beispiel der Sprachen 2% Ord-
nung dienen wird, kann als Sprache der Liogik der zwei-
gliedrigen Relationen bezeichnet werden ). Die einzigen

Konstanten dieser Sprache sind: das Zeichen der Negation ,N“,

das Zeichen der logischen Summe ,4“ und das Allzeichen ,IT%.
Als Variabler bedienen wir uns der Zeichen ,z,%, ,2,% »2,.,%.
- und ,\,X,“, 2 X% 5 X,,,4 .. Das aus dem Symbol ,z“ und
aus & kleinen, unten angefiigten Strichen zusammengesetzte
‘Zeichen nennen wir eine Variable kter Gestalt 1ter Ord-

nung und bezeichnen es mit dem Symbol ,v:“; das in ana- .
loger Weise aus dem Symbol ,X“ gebildete Zeichen heisst-

Variable kter Gestalt 2t Ordnung, symbolisch , 7.
Bei inhaltlicher Deutung reprisentieren die Variablen 1% Ord-
nung Namen von Individuen, die Variablen 2% Ordnung Namen
von zweigliedrigen Relationen zwischen Individuen; voun inhalt-
lichem und ibrigens — in Ubereinstimmung mit der weiteren

Beschreibung der Sprache — auch von formalem Gesichtspunkt |

aus gehdren also die Zeichen ,v.* und ,73* beziehungsweise
zu zwei verschiedenen semantischen Kategorien. Als funda-
. mentale Aussagefunktionen betrachten wir die Ausdriicke vom
Typus ,Xy2¥% wo an Stelle von ,X% eine beliebige Variable
Qter Ordnung, an Stelle von ,y* und ,2¢ — Variable 1t Ord-
.nung auftreten. Diese Ausdriicke lesen wir: ,das Individuum y
steht in der Relation X zum-Individuum zf‘ und bezeichnen
sie — je nach der Gestalt der Variablen — mit den Symbolen

0k, =%; unter Anwendung des aus § 2 (S [28]) bekannten

Zeichens #,n“ setzen wir namlich fest: gnym=(Vir ) ¥n.

Die Definitionen der Grundoperationen an Ausdriicken sowie *

.jene der Aussa,defunktwn, der- Aussage, der Folgerung, des

%) Es ist dies ein Bruchstiick der Sprache der. Algebra der Rela-
tive, deren Grundlagen das Werk Schrsder,, IIL. Bd. enthilt, — ein
_Bruchstiick, das jedoch zum Ausdruck jedes Gedankens hinreicht, welchelz
‘sich in- der erwahntqn Sprache formulieren ldsst (vgl 16)).
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beweisbaren Satzes u. s. w. sind den Definitionen des § 2
ganz analog. Man muss jedoch immer im Auge behalten, dass
in der eben betrachteten Sprache zwei verschiedene Kategorien
von Variablen auftreten und dass die Ausdriicke g ;. die Rolle
der Inklusionen g, spielen. Im Zusammenhang mit dem ersten
der obigen Umsténde betrachten wir anstatt einer Operation
des Generalisierens (resp. des Partikularisierens, Def. 6 und 9)
zwei analoge Operationen: das Generalisieren (Partikularisieren)
in Bezug auf eine Variable 1 Ordnung sowie in Bezug auf
eine Variable 2% Ordnung, deren Ergebnisse mit den Symbolen
nN,/2¢ uwnd N,/ 2% (bzw. U,/ 2* wnd ,U,"2%) bezeichnet
werden; dementsprechend fithren wir zwei Operationen des
Einsetzens ein. Zu den Axiomen der Logik der Relationen
- zahlen wir. Aussagen, welche die Bedingung () der Def. 13
erfiillen, also Hinsetzungen der Axiome des Aussagenkalkiils
und Generalisationen dieser Einsetzungen, und ausserdem alle
‘Aussagen, die Generalisationen der Ausdriicke vom Typus
U, NN, (e m- ¥+ 0 ym-y) sind, wo % I und m beliebige
natiirliche Zahlen (I==m) sind und y eine beliebige Aussage-
_ funktion ist, in der die freie Variable V; micht vorkommst; die
Axiome der letzteren Kategorie konnte man mit Riicksicht auf.
ihren inhaltlichen Sinn. Pseudodefinitionen nennen 7).

Um eine korrekte und richtige Definition des Erfiilltseins
- in Bezug auf die untersuchte Sprache zu erhalten, miissen wir
zundchst die bisherige inhdltliche Kenntnis dieses Begriffes
einigermassen vertiefen. Im ersten Stadium des Operierens mit
.diesem Begriffe sprachen wir von dem Brfiilltsein der Aussage-
funktion durch einen, zwei, drei u. s. w. Gegenstinde — je nach
der Zahl der in der gegebenen Funktion auftretenden freien
“Variablen (vgl. 8. [48] ff.). Der Begriff des Erfiilltseins hatte dort
einen in semantischer Hinsicht ausgeprigt mehrdeutigen Cha-

") Dieser Terminus stammt von Leéniewski, der auf die Notwen-
digkeit aufmerksam machte, Pseudodefinitionen unter die Axiome der
deduktiven Wissenschaften in jenen Fillen einzuschalten, in denen die For-
malisierung der Wissenschaft die Moglichkeit der Konstruktion geeigneter
Definitionen nicht zuldsst (vgl. 11). Die Pseudodefinitionen kann man als
Ersatz flr das sog. Reduzibilitétsaxiom behandeln, -das im System
Whitehead-Russell, (Vol. L, 8. 55 ff)) vorkommt; es wiire auch nicht
schwer, den Zusammenhang dieser Aussagen mit einer Axiomengruppe
aufzudecken, die in der Arbeit v. Neumann, (8. 18) angenommen wird.
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rakter; er umfasste namlich Relationen mit verschiedener Glie-
derzahl, Relationen, deren letzter Bereich eine Klasse von
Aussagefunktioné'n war, wihrend die anderen Bereiche — in
dem dort betrachteten Falle der Sprache des Klassenkalkiils —
aus Gegensténden einer und derselben Kategorie bestanden,
nimlich aus Klassen von Individuen. Im Grunde genommen
hatten wir es nicht mit einem Begriffe zu tun, sondern mit
einer unendlichen Anzahl analoger Begriffe, die verschiedenen
semantischen Kategorien angehorten; hitten wir die Meta-
sprache formalisiert, so miissten wir anstatt des einen Ter-
minus ,erfiillt* unendlich viele verschiedene Termini verwen-
den. — Die . semantische Mehrdeutigkeit des betrachteten Be-
griffs wichst noch, wenn wir zu Spraehen von komplizierterer
loglscher Struktur iibergehen. Wenn wir némlich die inhaltli-
chen Betrachtungen.des § 8 forisetzen, die dort angegebenen
Beispiele analysieren und nach ihrem Muster neue konstruieren,

so wird uns bald klar, dass zwischen den freien Variablen
der Aussagefunktion und den diese Funktion erfiillenden Ge--
genstinden eine strenge semantische Zuordnung besteht: jede
freie Variable gehért zu derselben semantischen Kategorie'

wie ‘der Name des ihr entsprechenden Gegenstandes. Kommen - -

also unter den Variablen der Sprache wenigstens zwei ver-
schiedene Kategonen vor — wie in dem eben untersuchten
Falle —, so kann man sich nicht darauf beschranken, bei
der Erorterung des Begriffs des Erfiilltseins nur eine einzige
Kategorie von Gegenstinden zu betrachten; die Bereiche der
einzelnen Relationen, die wir mit dem Terminus ,Erfullt-
sein“ umfassen, verlieren also ihre semantische Eindeutigkeit
(nur -der letzte Bereich besteht wie vorher ausschliesslich aus
Aussagefunktionen). Da aber die semantische Kategorie einer
Relation nicht nur von der Anzahl der Bereiche, d. i. von der
Anzahl der Relationsglieder abhingt, sondern auch von den
Kategorien dieser Bereiche, so ist auch. dje.Kategorie - des
Begriffs des Erfilltseins, oder vielmehr die Kategorie jedes
einzelnen dieser Begriffe, von zwei Umstdnden abhingig —
einerseits von der Anzahl, andrerseits von den Kategorien
_der freien Variablen, die in den Aussagefunktionen’ auftreten,
" auf welche sich der betrachtete Begriff bezieht; mit einem
’Worte, davon, was wir als semantischen Typus der Aussa.ge—
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~ funktion bezeichnet haben: den Funktionen, die zwei verschie-
 denen Typen angehdren, entsprechen stets zwei semantisch
‘verschiedene Begriffe des Erfiilltseins™). Ich werde dies an
einigen DBeispielen veranschaulichen. Von den Gegenstédnden
R,a und b werden wir sagen, dass sie die Funktion g@i,9,3
dann und nur dann erfiillen, wenn R eine Relation ist,
a und b Individuen sind und wenn aRb gilt (d. h. wenn @
in der Relation R zu b steht); die Funktion @4,3,3. 0s, 9,2 wird
- durch die Gegenstinde R, ¢ und S dann und nur dann
erfiillt, wenn R und S Relationen sind, ¢ ein Individuum
ist und sowohl @ Ra, wie auch aSa gilt. Die Funktion
‘ﬂ{ﬂ,{(@—}—g;,&z) wird durch jene und nur jene Rela-
tionen R erfiillt, welche symmetrisch sind, d. h. durch solche
Relationen, dass — fiir beliebigé Individuen ¢ und b — die For-
mel: e Rb stets: b Ra ergibt; die Funktion ], (e1,2,2 + 01,3,2)
" erfiillen jene und'nur jene Individuen ¢ und b, die der folgen-
den Bedingung gentigen: fiir jede. beliebige Relation R —
wenn q;_R b, so bRa, also Individuen, die identisch sind.
In den oben angséfithrten Beispielen treten Aussagefunktionen
auf, die zu vier verschiedenen semantischen Typen gehéren,
und deshalb hatten wir es auch mit vier verschiedenartigen
Relationen des Erfiilltseins zu tun, obzwar die Anzahl der freien -
Variablen und demzufolge auch die Anzahl der Relationsglie-
der in den zwei ersten Beispielen dieselbe war.

Die dem Begriff des Erfiilltseins in seiner urspriinglichen
Fassung anhaftende semantische Mehrdeutigkeit machte eine
-genaue Charakterisierung dieses Begriffs durch eine einzige
Aussage oder sogar durch eine endliche Anzahl von Aussagen
unmdglich und verhinderte dadurch die Anwendung der ein-
zigen uns bis jetzt bekannten Konstruktionsmethode fiir eine
Definition der- wahren Aussage. Um diese Mehrdeutigkeit zu .
vermeiden, nahmen wir bei der Untersuchung des Klassen--
kalkiils zu einem Kunstgriff Zuflucht, der tibrigens auch sonst

™) Anch Funktionen eines semantischen Typus kénnen iibrigens,
mehrere semantisch verschiedene Begriffe des Erfillltseins entsprechen,
falls nur die freien Variablen dieser Funktionen mindestens zu zwei ver-
schiedenen semantischen Kategorien gehoren; neben der Anzahl und den
Kategorien der Variablen kommt hier n#mlieh auch ihre Anordnung
in Betracht.
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von Logikern und Mathematikern in #hnlichen Situationen .-
verwendet wird: statt uns unendlich vieler Begriffe des Erfiillt-
seins .einer Aussagefunktion durch einzelne 'Gegensténde zu
bedienen, versuchten wir, mit dem semantisch einheitlichen,
wenn auch etwas kiinstlichen Begriff des Erfiilltseins einer
Funktion durch eine Folge von Gegenstinden zu operieren;
es erwies sich, dass dieser Begriff insofern allgemeiner als die
vorhergehenden ist, als er — anschaulich gesprochen — sie
alle als Spezialfille ,umfasst* (den logischen Charakter dieses
»Umfassens” zu prézisieren wirde ibrigens ein wenig schwierig
sein). Man - kann sich leicht klar machen, dass sich diese
Methode nicht ohne weiteres auf die gegenwirtigen Betrach-
tungen, tibertragen lasst. Das Erfiilltsein ist in der neuen Fas- -
sung eine -zweigliedrige Relation, deren Bereich aus Folgen
und deren Gegenbereich aus Aussagefunktionen besteht. Wie
frither, so besteht auch hier zwischen den freien Variablen
einer Aussagefunktion und den entsprechenden Gliedern der
sie erfilllenden Folgen eine strenge Abhingigkeit semantischer
Natur. Wenn also die Sprache der Logik der Relationen Va-
riable zweler verschiedener. semantischer Kategorien enthilt,
so miissen wir in unseren Betrachtungen ebenfalls wenigstens
zwei Kategorien von Folgen verwenden. So wird z. B. die
Funktion N,’'Ns’ (m-[- 01,3, 2) ausschliesslich durch Folgen
zweigliedriger Relationen zwischen Individuen erfillt (ndmlich
durch jene und nur jene Folgen F, deren erstes Glied #, eine
symmetrische Relation ist); die Funktion M, (o123 + €1,32)
dagegen erfiillen ausschliesslich Folgen von. Individuen (und
zwar solche Folgen f, fir die /,=/; gilt). Der Bereich der
Relation des Erfilltseins und eo ipse die Relation selbst ver- -
liert damit von neuem ihre semantische Eindeutigkeit; wir
haben es wiederum nicht mit einem, sondern mit wenigstens
zwel verschiedenen Begriffen des Erfiilltseins zu tun. Aber
noch schlimmer: es zeigt sich bei n#herer Analyse, dass die
neue Interpretation - des Begriffs des Erfiilltseins sich nicht
mehr zur Gtinze aufrechterhalten lisst. Oft .enthilt némlich
eine und dieselbe Aussagefunktion freie Variable zweier ver-
_schiedener Kategorien. Mit Riicksicht auf derartige Funktionen
" miissten wir mit Folgen operieren, deren (lieder dann eben:
falls zu zwei Kategorien gehdéren wiirden; so miisste z. B. das
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erste Glied der Folge, welche die Funktion 04, 2,3 erfillt, eine
Relation sein, die zwei folgenden aber Individuen. . Es ist.jedoch -
bekannt, “dass die Theorie der -semantischen Xategorien das
Bestehen solcher ,inhomogener* Folgen tiberhaupt nicht zuldsst;
damit fallt die ganze Auffassung. So hat die Anderung der.
" urspriinglichen Deutung des Begriffs des Erfiilltseins nur eine,
_nebensschliche Ursache seiner semantischen Mehrdeutigkeit
beseitigt, namlich. die verschiedene Gliederzahl der Relationen,
die Gegenstand des Begriffs. sind; ein anderer, weit wesent-
licherer Faktor, namlich die semantische Verschiedenartigkeit
der einzelnen Relationsglieder, hat dageden seine volle Kraft
bewahrt. '
Nlohtsdestowemger lasst sich die in § 3 angewendebe
Methode, wenn auch mit gewissen Modifikationen, auf die
jetzt untersuchte Sprache anwenden: auch in diesem Falle
kann man eine Deutung des Begriffs des Erfiilltseins finden,

bei der dieser Begriff seine semantische Mehrdeutigkeit Verhert -

und. dabei einen sb allgemeinen Charakter annimm$, dass er
alle Spezialfille -des urspriinglichen Begriffs des Erfiilltseins
pumfasst. Hs stehen uns hier sogar zwel verschiedene Metho-
den zur Verfiigung; ich werde sie als Methode der mehr-
zeiligen Folgen und als Methode der semantischen
Vereinheitlichung der Variablen bezeichnen. _
Die erste Methode beruht darauf, dass wir das Erfulltsein
. nicht als zwei-, sondern als dreigliedrige Relation behandeln, die
zwischen Folgen von Individuen, zwischen Folgen von zwei-
gliedrigen Relationen und zwischen Aussagefunktionen besteht.
Wir bedienen uns n#mlich folgender Ausdrucksweise: ,die .
Folge f von Individuen und die Folge ¥ von Rela-
tionen erfiillen zusammen die Aussagefunktion z¥.
Den Inhalt dieser Wendung kann man sich leicht an konkreten
Beispielen vergegenwértigen; so z. B. erfiillen die Folge £ von
Individuen und die Folge F -von Relationen zusammen die
- Ausssagefunktion ¢y 33 dann .und nur dann, wenn das Indivi-
duum £, in der Relation F, zum Individuum f£; steht. Um fiir
diese Wendung eine allgemeine .Definition zu formulieren, ver-
fahren wir streng nach dem Muster der Def. 22 aus § 3,
wobel wir aber bedenken miissen, dass in der betrachteten
Sprache die Rolle der fundamentalen Aussagefunktionen die
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Ausdriicke @z, ;. spielen und das statt einer Operation des
Greneralisierens hier zwei verwandte Operationen auftreten.
Die Definition der wahren Aussage ist der Def. 23 vollstéindig
analog. :

Diese Methode kann man nun einigermassen modlﬁzxeren,
-indem man das Erfilltsein als zweigliedrige Relation behandelt,
die zwischen "den sog. zweizeiligen Folgen und den Aussage-
funktionen besteht. Als. zweizeilige Folge (oder zwei-
zeilige Matrix) bezeichnen wir nimlich jedes geordnete
Paar, das aus zwel Folgen f und # besteht, wobei wir das
ke Glied dér Folge 7 bzw. der Folge F als das Akt Glied
der 1t bzw. der 2t Zeile der zweizeiligen Folge deuten wollen.
Im gegebenen Falle handelt es sich um solche geordnete Paare,
die aus \elner Folge von Individuen und einer Folge von Rela-
tionen bestehen. Diese Modifikation besitzt, wie leicht ersicht-
lich; einen rein formalen Charakter und iibt keinen wesentli--
cheren Einfluss auf die Konstruktion als Ganzes aus. Eben
dieser Modifikation der betrachteten Methode ist der Terminus
yMethode der mehrzeiligen Folgen“ angepasst.

Um die Methode der semantischen. Veremhelbllchung der -
Variablen verstehen zu konnen, gehen wir von gewissen Erwi-
gungen aus, die mit der gegenwirtig untersuchten Sprache .
nicht unmittelbar zusammenhingen. Man kann bekanntlich
jedem Individuum o eine bestimmte zweigliedrige Relation a*
zuordnen, und zwar derart, dass verschiedenen Individuen
verschiedene Relationen .entsprechen; es geniigt zu diesem
Zwecke als a* ein geordnetes Paar anzunehmen, dessen beide
Glieder mit ¢ identisch sind, d. h. jene Relation R, die danxu
und nur dann zwischen zwei. beliebigen Individuen & und ¢
besteht, wenn &=a und ¢=a:ist. Auf Grund dieser Zuord-
nung kann man nun weiter jeder Klasse von Individuen ein-
eindeutig eine Klasse von Relatlonen, jeder mehrgliedrigen
Relation zwischen Ind1v1duen eine entsprechende Relation
zwischen Relationen zuordnen wu. s. w.; so-entspricht z. B.
- elner beliebigen Klasse 4 von Individuén eine Klasse  4* aller
jener Relationen o*, die den Elerhenten ¢ der Klasse 4 zuge-
ordnet sind. Auf diese Weise lisst sich jede Aussage- iiber
‘Individuen in eire- dquivalente” Aussage ' Uiber Relationen
umformen. R o '
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Wir vermerken -diese Tatsachen, kehren zur Sprache
der Logik der Relationen zurtick und verfindern, ohne ihre

- formale Struktur irgendwie anzutasten, die inhaltliche Deutung

der in dieser Sprache auftretenden Ausdriicke. Alle Konstanten
sollen dabei ihre frithere Bedeutung behalten, wihrend alle
Variablen sowohl 1tr wie 2t Ordnung von nun an Namen
zweigliedriger Relationen vertreten sollen. Den fundamentalen
Aussagefunktionen vom Typus ,Xyz¢, wo anstatt ,X% irgend
eine der Variablen 7, und anstatt ,y“ und ,z¢ zwei beliebige
Variable v, und v, auftretem, schreiben wir folgenden Sinn
zu: ,es gibt solche-Individuen o und b, dass @ in der Rela-
tion X zu b steht, ¥y —a* und z=5d*%; damit wird der Sinn

. der zusammengesetzten Aussagefunktionen ebenfalls modifiziert.

Inhaltlich ist es fast evident, dass jede in der fritheren Inter-
pretation wahre bzw. falsche Aussage auch in der neuen wahr
bzw. falsech bleibt: Durch diese neue Interpretation gehéren
nunmehr alle Variablen der Sprache — zwar nicht vom for-
malen, gber vom inhaltlichen Gesichtspunkt aus — zu einer
und derselben semantischen Kategorie: sie vertreten Worte
desselben ,Redeteiles¢. Infolgedessen kann man die betrachtete
Sprache mit genau derselben Methode untersuchen wie alle
Sprachen der 1t Art; insbesondere kann man das Erfulltsein
als zweigliedrige Relation -zwischen Folgen von Relationen

‘und Aussagefunktionen behandeln. Dabei entsteht eine unbe-

deutende Komplikation technischer Natur; da némlich in der-
selben Aussagefunktion zwei freie Variable verschiedener Ord-
nung mit denselben Indizes auftreten kénunen, z. B. v, und V7,
ist es ohne zusitzliche Festsetzung nicht klar, welche Glieder
der Folge den Variablen 1% und welche den Variablen 2t Ord-
nung entsprechen sollen. Um diese Schwierigkeit zu beheben,
wollen wir z. B. festsetzen, dass jeder Variablen v, ein Glied
der Folge mit ungeradem Index 2.%k—1 ‘und jeder Variablen 7}
ein .Glied mit geradem Index 2.% entspricht; so erfilllt z. B:
die.Folge 7 von Relationen die Funktion @4,;, dann und nur -
dann, wenn es solche Individuen e¢ und & gibt, dass @ in der.

Relation Fp.; zu b steht, Fy ,_1=a% und Fp n_,=b* Von -

dieser Einzelheit abgesehen, unterscheiden sich die Definitionen
des Erfiilltseins und der wahren Aussage in keinem wesentli-
chen Punkt von den Definitionen des § 3.
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Die beiden dargestellten Methoden kann iman auf alle
Sprachen der 2t Art anwenden ?). Falls die Variablen der
betrachteten Sprache zu 7, verschiedénen semantischen Kate-
gorien gehoren, fassen wir — bei der Methode der mehrzei-
ligen Folgen — das Erfilltsein als eine n-1-gliedrige Relation
auf, die zwischen # Folgen der entsprechenden Kategorien und
den Aussagefunktionen besteht, bzw. als zweigliedrige Relation,
deren Bereich aus n-zeiligen Folgen (d. h. aus geordueten
n-Tupeln von gewdhnlichen Folgen) und deren Gegenbereich
aus Aussagefunktionen besteht. Die auf diese Methode gestiitzten
Konstruktionen stellen wohl die natiirlichste Verallgemeinerung
der Konstruktionen aus § 8 dar und ihre sachliche Rlchtwkelt
scheint unzweifelhaft.

Be1 der Anwendung der Methode der semantischen Verein-

heitlichung der Variablen spielt eine wesentliche Rolle die Wahl

der vereinheitlichenden Kategorie, d. h. jener seman-
tischen Kategorie, in der sich alle Variablen der betrachteten
Sprache interpretieren lassen. Von der vereinheitlichenden Kate-
gorie fordern wir nur eines: dass man nimlich allen Gegen-
stinden jeder semantischen Kategorie, die durch die Variablen
der gegebenen Sprache représentiert ist, ,effektiv¢ Gegenstande

der gewihlten Kategorie zuordnen kann, und zwar In ein--
eindeutiger Weise (d. h. so, dass verschiedenen Gtegenstdnden

verschiedene entsprechen). Trotzdem ist die Wahl der verein-
" heitlichenden Kategorie nicht immer ebenso einfach, wie in dem
oben untersuchten Falle der Sprache der Relationslogik: nicht

immer kann man diese Wahl unter den Kategorien treffen, die |

in der Sprache vorkommen. Wenn z. B. die Variablen der
betrachteten Sprache Namen von zweigliedrigen Relationen

2) Dies gilt sogar fiir solche Sprachen, in denen Variable auf-
treten, die durch die Klassifikation auf S.[78] (vgl. 6%) nicht erfasst wer-
den; auf gewisse, Ubrigens nicht besonders wichtige Schwierigkeiten, die
hier auftauchen konnten, gehe ich nicht n#her ein. Ich bemerke bei dieser

Gelegenheit, dass Aussagevariable, auch wenn sie in der Sprache vor-

kommen, die Konstruktion keineswegs komplizieren und dass es sich insbe-
sondere nicht lohnen wiirde, sie in den Prozess der semantischen Vereinheit-

lichung einzubeziehen: Aussagen, die derartige Variable enthalten, kann °

_man nimlich in der Weise ausschalten, dass man jeder von ihnen ein-
- deutig eine #quivalente Aussage zuordnet, die keine Aussagevariablen
enthilt (vgl H11bert -Ackermann,, S 84—85)
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zwischen Individuen und Namen von Klassen, die aus Klassen
von Individuen bestehen, représentieren, so stellt sich als die
einfachste vereinheitlichende Xategorie, wie es scheint, die
Kategorie der zweigliedrigen Relationen zwischen Klassen von
Individuen dar. Ich verzichte auf die ndhere Analyse dieses
Problems (sie wiirde die Kenntnis gewisser Tatsachen aus dem
Gebiete der Mengenlehre voraussetzen) und mache nur auf fol-

gendes aufmerksam: (1) die vereinheitlichende Kategorie kann A

nicht niedrigerer Orduung sein als irgend eine Kategorie der
‘in der Sprache vorkommenden Kategorien; (2) fiir jede Sprache
2tr Art kann man eine vereinheitlichende Kategorie, ja sogar
unendlich viele solche Kategorien finden, und zwar schon
unter .den Kategorien x'* Ordnung, wenn z die hdchste Ord-
nung der in der Sprache auftretenden Variablen ist. — Sobald
die vereinheitlichende Kategorie bestimmt ist und die funda-
‘mentalen Aussagefunktionen entsprechend interpretiert sind,
unterscheidet sich der weitere Verlauf der Uberlegungen nicht
mehr von der bei den Sprachen 1t Art angewendeten Kon-
struktionsmethode. '

Im Gegensatz zu der Methode der mehrzeiligen Folgen
besitzt. die zuletzt betrachtete Methode einen ohne Zweifel
etwas kiinstlichen Charakter. Nichtsdestoweniger erweisen sich
~ bei ngherer Analyse die mit Hilfe dieser Methode konstruierten
Definitionen in einem nicht viel geringerem Maasse inhaltlich
evident als die auf die wvorige Methode gestiitzten Konstruk-
~ tionen; dabei zeichnen sie sich durch ihre logische Einfachheit -
“vorteilhaft aus. Wenn es sich insbesondere um die Definition
der wahren  Aussage handelt, so bietet der Beweis der Aqui-
valenz ihrer beiden Formulierungen in keinem konkreten Falle
.irgend welche Schwierigkeiten. Deutlich sichtbar werden die
wesentlichen Vorziige der Methode der Vereinheitlichung der
Variablen aber erst bei der Untersuchung der Sprachen 3ter Art,
da sich hier die Methode der mehrzeiligen Folgen als ganz
unbrauchbar erweist.

Als typisches Beispiel der Sprachen Ber Art wihlen wir
_ die Sprache der Logik der mehrglledrlgen Relatio-
nen™), In dieser Wissenschaft werden Wir es mit denselben

%) Bs ist dies eine Sprache, die der Sprache des engeren Funktionen- =~

ka,lkuls von Hilbert-Ackermann, (S. 48 f£) ahnhch aber insofern
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- konstanten Zeichen ,N%, , 4% und , 7% und mit denselben Variab-
len 1tr Ordnung v; zu tun haben, wie in der Logik der zweiglie-
drigen Relationen. Dagegen treffen wir hier Variable 2% Ord-
nung in grésserer Mannigfaltigkeit als vorher an. Als derartlge
Variable werden wir solche Zeichen wie X%, ,X% ,X.%...
I SEN LA LTS cL LN ¢/ L) Txeel s . ver-
wenden; das aus dem Zeichen ,X% aus %k kleinen Strichen
unten und aus ! solchen Strichen oben zusammengesetzte
Symbol werden wir einen variablen Funktor k' Ge-
.stalt mit I Argumenten nennen und mit dem Symbol
,Vi¢ bezeichnen. Bei inhaltlicher Deutung reprisentieren die
‘Va,rla,blen v;,. ebenso wie frither, Namen von Individuen, die
Variablen Vi dagegen Namen von I-gliedrigen Relationen zwi-
schen Individuen, insbesondere fiir /=1 Namen von 1-gliedrigen
Relationen, d. i. Namen von Klassen; sowohl vom inhaltlichen.
~als auch vom formalen Gesichtspunkt aus gehoren die Zeichen
Oy Vi, Voo beziehungsweise zu wunendlich vielen ' verschie-
denen semantischen Kategorien 1% .und 2% Ordnung. Zu den
fundamentalen Aussagefunktionen z#hlen wir Ausdriicke vom
Typus ,Xzy...z% wo anstatt ,X“ ein beli'ebiger variabler
Funktor mit ! Argumenten und anstatt ,z% ,y%...,2% Va-
riable 1*r Ordnung in der Zabhl I auftreten; diese: Ausdrucke )
lesen wir folgendermassen: ,zwischen den Ind1v1&uen By Yyeoo2
(in der Zahl 7) besteht die Il-gliedrige Relation X“. Je nach
Anzahl und Gestalt der Variablen bezeichnen wir die funda-
mentalen Funktionen mit den Symbolen ,,gkm s nOhm,n “
indem wir nimlich: @xm= V1A ¥n, 0mn= (Vk AUp) ATy T S. WL
setzen; um eine einheitliche, von der Zahl der Variablen unab- -
hingige Form des Symbolisierens zu gewinnen, wenden wir

tiberdies Symbole von Typus ,t ,* an (Wo ,p“ den Namen einer
~ endlichen Folge natiirlicher Zahlen reprisentiert), deren Sinn

wir ‘mit Hilfe der Formel: o, = (( Vidw,) né)pz) "L ) ~ Uy, be-
. stimmen ). Die weiteren Definitionen der Meta.wmsenscha,ft _
unterscheiden smh in mchts voun den ana.logen Deﬁmtlonen,

reicher 1st als in ihr die vana,blen Funktoren sowohl als fre1e wie a.uch '
—als gebundene Variable auftreten kénnen.

. ™) Streng genommen sollte man den Sinn. des Sym'bols »011, “ ap.f
rekursivem Wege definieren, ' . . e

28
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die sich auf die Logik der zweigliedrigen Relationen und sogar
auf den Klassenkalkiil beziehen. Als Operationen des Gene-
ralisierens fithren wir das Generalisieren hinsichtlich der Va-
riablen v, und der Variablen V3 ein und bezeichnen die Resul-
tate dieser Operatlonen beziehungsweise mit den Symbolen
»N,z% und ,N.2% Die Liste . der Axiome umifasst Aussagen,
die die Bedingung'(e) der Def. 13 aus § 2 erfiillen, und Pseudo-
definitionen, die eine natiirliche Verallgemeinerung der Pseudo-
definitionen aus dem Gebiete der Logik der zweigliedrigen
Relationen darstellen, deren nihere Beschreibung jedoch tiber-
fitissig erscheint.

- Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie der Begriff
-des. Erftilltseins fiir die untersuchte Sprache zu erfassen und
die Definition der Wahrheit-zu konstruieren ist. Der Versuch,
die Methode der mehrzeiligen Folgen auch hier anzuwenden,
scheitert vollstdndig. Bei dieser Methode driickt n&mlich der
Terminus ,Erfillltsein® — in dieser oder jener Form — die
2 Abha,nglgkeltsbemehung zwischen 7 Folgen verschiedener Ka-
tegorien und den Aussagefunktionen aus, wobei n der Zahl
der durch die Variablen der gegebenen Sprache reprisentierten
semantisehen Kategorien genau gleich ist. In dem eben unter-
suchten Falle ist die Zahl % unendlich gross, und die von uns
. verwendete Metasprache liefert uns — wie iibrigens auch keine
andere der aktuell existierenden formalisierten Sprachen —
nicht die Mittel, um die gegenseitige Abhingigkeitsbeziehung
‘zwischen Gegenstinden zu erfassen, die zu unendlich vielen
verschiedenen semantischen Kategorien gehodren 7).

Mit vollem Erfolg kénnen wir dagegen die Methode der
semantischen Vereinheitlichung der Variablen auf die betrach-
tete Sprache anwenden. Um das einzusehen, geniigt es zu
bemerken, dass man jeder n-gliedrigen Relation R zwischen

) In den Fillen, in denen es sich darum handelt, die gegenseitige
Abhingigkeitsheziehung zwischen einer beliebigen, im vorhinein nicht
bestimmten Zahl von Gegenstéinden einer und. derselben semantischen
Kategorie zu erfassen, verwenden wir in den logischen und mathema-
tischen Konstruktionen meistens- gewshnliche Folgen. Fir Gegenstinde,
die zu endlich vielen -verschiedenen Kategorien gehoren; erfillen mehr-
zeilige Folgen die analoge Funktion, Dagegen finden wir auf dem Boden
der bekannten Spra,chen nichts derartiges, wie ,Folgen mit unendlich
vielen Zeilen“ (verschiedener semantischer Kategorien),
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den Individuen in elnelndeut1ge1 Weise eine Klasse R* zu-
ordnen kann, -die aus n-gliedrigen Folgen .von " Individuen
‘besteht, namhoh die Klasse aller Folgen f,- welche folgender
Bedmgung gentigen: zwischen den Indlvlduen £ foy..ify be-
steht die Relation R; insbesondere entspricht z. B. der zwei-
gliedrigen Relation R die Klasse aller jener Folgen / mit zwei
“Gliedern 7, und £, fir die £, Rf, gilt. Infolgedessen kann man
Jjede Aussage, die mehrgliedrige Relationen betrifff, in eine
aquivalente Aussage umformen, die etwas fiiber Klassen von
Folgen aussagt. Wir erinnern hier daran, dass wir als Folgen
von Individuen die zweigliedrigen Relationen zwischen Indivi-
duen und natiirlichen Za,hlen bezeichnen; alle Folgen von
Individuén gehoren somit - ohne Riicksicht auf die Anzahl
ihrer Glieder — zu einer und derselben semantischen Kategorle
und demnach gehdren die Klassen dieser Folgen — im Gegen- -
satz zu den mehrgliedrigen Relationen — ebenfalls zu einer
und derselben Kategorie.

Auf Grund dieser Erwagungen vereinheitlichen wir nun
teilweise die semantischen Kategorien der Variablen, und zwar
in folgender Weise. Den Variablen v, schreiben wir — wenig-
stens vorliufig — die frithere Bedeutung zu; dagegen repri-
sentieren die Variablen V} von nun an die Namen beliebiger
Klassen, die aus endlichen Folgen von Individuen oder aus .
anderen Glegenstinden derselben Kategorie bestehen (also die
Namen der Gegenstinde von mindestens 3tr Ordnung —-je nach
der Ordnung, die wir den nattirlichen Zahlen . zuschreiben ) ).
Die fundamentalen Funktiéonen von der Gestalt ,Xzy...z%,
in denen ein Funktor mit ! Argumenten an der Spitze steht -
und die somit ! Variable 1* Ordnung enthalten, interprétieren
wir durch Wendungen vom Typus ,die Folge von Individuen,
deren 1%* Glied z, 2% — y,...0t (letztes) — 2 ist, gehort zu

") In den Systemen. der mathematischen Logik, z. B. in White-
bhead-Russelly, vol. IT, 8, 4 ff, behandelt man die Kardinalzahlen und
insbesondere die natiirlichen Zahlen. gewdhnlich als Klassen, die aus
Klassen vou Individuen (oder anderen Gregenstéinden) bestehen, — némlich
als die Klassen aller jener Klassen, die mit einer gegebenen Klasse. gleich-
. méchtig sind; so definiert man z B. die Zabl 1 als Klasse aller jener
Klasssen, welche genau ein' Element enthalten. Bei dleser Auffassung -
sidnd ie natiirlichen Zahlen schon Gregenstinde (wenigstens) Ster, die Folgen

von Individuen 4ter' und die Klassen von diesén Folgen Bter’Ordnung.
*
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.der - Klasse X, die aus- l-gliedrigen Folgen von Individuen
besteht“ Vom. inhaltlichen, “wenn auch nicht vom formalen
.Gresxchtspunkt aus-gehdren die Variablen von nun an nur mehr
.zu zwei verschiedenen semantischen Kategorien; dank diesem
Umstand konnen wir im weiteren Verlauf der Uberlegungen
schon die Methoden beniitzen, die bei der Unbersuchuncr der
.Sprachen' 2% Art.angewendet Wurden
‘Wir kénnen hier also von der Methode der mehrzelhgen
“Folgen - Gebrauch machen, indem wir uns zu diesem Zwecke
folgender Wendung bedienen: ,die Folge 7 von Individuen
.sowie die Folge F, deren Glieder Klassen von endlichen Folgen
von Individuen bilden, erfiillen gemeinsam die gegebene Aus-
sagefunktion. Um diesen Begriff konsequent anwenden zu
konner, muss man vorher eindeutig den Variablen V5 die Glieder
.der Folge F zuordnen, und zwar in der Weise, dass verschie-
.denen Variablen Glieder mit verschiedenen Indizes entsprechen;
am leichtesten erreicht man dies, indem man jeder Variablen .
.V} ein Glied mit dem Index (2.%1).2"" zuordnet, also z. B.
" .den Variablen Vi, V3, Vi, Vi, Vs, Vf die Glieder Fy, Iy,
Fy, F,, F,, F,..."™. Bei dieser Ubereinkunft bietet die Fest-
- setzung - des Sinnes der oben angefithrten Wendung in ihrer
-Anwendung auf irgend welche konkrete Aussagefunktion und
_sogar die Konstruktion einer allgemeinen Definition des be-
trachteten Begriffs keine Schwierigkeiten mehr. Wenn es sich
" .also z. B. um fundamentale Funktionen handelt, so erfiillen
- die FPunktion ¢ . gemeinsam jene und nur jene Folgen 7 und F
(der_ oben angegebenen Kategorien), welche folgender Bedin-
gung gentigen: die Folge g von Individuen, deren einziges
Glied gy mit £, identisch ist, gehort zur Klasse F5 ;_i1; in ana-
~ loger Weise erfiillen die Funktion ¢im . gemeinsam jene und -
qnur jene Folgen / und F, die folgender Bedingung geniigen:
die Folge g von Individuen mit zwei Gliedern,.in welcher g, =7,
und g, = f,, gehért zur Klasse Fio 5 1).2; und schliesslich allge-
mein: damit die Folgen f und F gemeinsam die Funktion g;,,

_ ™) Anstatt der Funktion f(k,1)=(2.%—1).2"" kénnte man eine.
. beliebige andere Funktion f(%,7) verwenden, die. den geordneten Paaren
“der naburlichen Zahlen in eineindeutiger Weise die natiirlichen Zahlen

zuordnet. Die Mengenlehre kennt zahlreiche Beispiele dera,lmger Zuord-
- nungen; vgl. z. B. Fra,enkeli, S. 80 ff. und'S. 96 f£
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erfiillen, ist es notwendig und hinreichend, dass ‘die Fo_lge der’
Individuen g mit [ Gliedern, in welcher g, =7, gz=f},:', e Gi=lp,5
zur Klasse Fly.5—1).9~t gehdrt (die aus Folgen mit derselben
Anzahl von Gliedern besteht). ~ B

' Wenn wir uns hingegen wiinschen, mit der Methode der
Vereinheitlichung der Variablen gleich bis ans Ende zu kommen,
so stiitzen wir uns darauf, dass man zwischen beliebigen Indivi-
duen und gewissen Klassen von endlichen Folgen wieder eine’
eineindeutige Zuordnung festsetzen kann, und zwar z. B. auf
die Weise, dass man jedem Individuum a die Klasse a* zu-
ordnet die als einziges Element eine Folge enthilt, deren
einziges Glied eben das gegebene Individuum ist. Davon aus-
gehend modifizieren wir die Interpretation der Variablen 1tr Ord-
nung, und zwar genau in derselben Richtung, in der wir frither
die Deutung der Variablen 2% Ordnung modifiziert haben; die
funda.mentalen Funktionen von der Form ,Xzy...z%, die I+1
. Zeichen enthalten, betrachten wir nunmehr als gleichbedeutend:
mit Wendungen vom Typus ,die l-gliedrige Individuenfolge g, .
die die Bedingungen: g% =2, g5 =1y,...97 =2 erfullt, gehort
zur Klasse X, die aus Folgen mit { Grhedern besteht“. Bei’

.dieser inhaltlichen Interpretation gehéren bereits alle Variab- - -

len zu derselben semantischen Kategorie.” Die weitere Kon-
struktion enthdlt keine wesentlich neuen Momente und ihre-
Durchfithrung  wird - dem Leser keine ernsteren Schwierig:'
keiten bieten. ' ’

Die Methode der semantischen Vereinheitlichimg der Va-
riablen kann man mit demselben Erfolg bei der Untersuchung
beliebiger Sprachen 3t Art anwenden ’?). Eine etwas gréss'ere.
Schwierigkeit kann nur die Festsetzung der vereinheitlichenden
Kategorie bieten. Ebenso wie im Falle der Sprachen 2% Axrt
ist es auch hier unméglich, sich auf die Kategorien zu beschréin-
ken, die in der betrachteten Sprache vorkommen; im Gegensatz
zu jenen Sprachen kann man hier nicht einmal immer die Wahl
unter den Kategorien einer jener Ordnungen treffen, die in der
- Sprache vertreten sind. Diese Schwierigksit ist tibrigens nicht
wesentlich und betrifft ausschliesslich die Spra.chen niedrigster’
Ordnung es lisst .sich nachwmsen, dass. fir jene Sprachen,

in denen die Ordnung der Varla.blen eine getrebene Zahl n mcht,
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uberschreltet Wobel 7> 3 ist, als vereinheitlichende Kategorie
eine beheblge Kategorle 7' Ordnung.dienen kann. .
Auf diese Weise ermogllchen die Methoden, uber, :
die wir verfiigen — in dieser oder jemer Form — die
Prazisierung des Begriffs des Erfilltseins und
somit die Konstruktion einer richtigen Definition
der Wahrheit fiir eine beliebige Sprache endli-
cher Ordnung. Wir werden uns im nichsten Paragraphen
tiberzeugen, dass diese Methoden nicht weiter reichen: die
Gesamtheit der Sprachen endlicher Ordnung erschopft den
Bereich der Anwendbarkeit unserer Methoden. Es ist daher
nun an der Zeit, die wichtigsten Konsequenzen, -die aus den
konstruierten Definitionen folgen, zusammenzufassen.
Zunichst ist die Definition der wahren Aus-
‘sage eine richtige Definition der Wahrheit im
Sinne der Konvention 90 aus § 3: sie umfasst als Spe-
zialfille simtliche Teildefinitionen, die in der Bedingung (@)
.dieser Konventlon beschrieben wurden und die in priziser und
sachlich rlchtlger Weise den Sinn der Wendungen vom Typus
»& ist eine wahre Aussage® erliutern. Obzwar diese Definition
an und fir sich kein allgemeines Kriterium der Wahrheit
bietet, so-gestatten die erwihnten Teildefinitionen in vielen
Fallen doch, die Frage der Wahrheit bzw. Falschheit der unter-
suchten Aussage endgiltig zu entscheiden. )
Insbesondere kénnen wir — gestiitzt auf die. in der
_Metawissenschaft angenommenen Axiome der zweiten Gruppe
(vgl. 8. [70]) — nachweisen, dass alle Axiome der unter-
suchten Wissenschaft zu den wahren Atssagen
gehoren. In #hnlicher Weise kénnen wir — indem wir in
wesentlicher Weise den Umstand ausniitzen, dass die in der
Metawissenschaft angewendeten Schlussregeln logisch nicht
schwicher sind als die entsprechenden Regeln der Wissenschaft
selbst 57), — beweisen, das alle Folgerungen aus wahren
Aussagen wahr sind. Diese beiden Tatsachen zusammen
gestatten uns zu behaupten, dass die Klasse der wahren
Aussagen alle beweisbaren Sitze der untersuchten Wissen-
schaft umfasst (vgl. Lemma D und S#tze 3 und 6 aus § 3).
' Zu den wohl wichtigsten Konsequenzen allgemeiner Natur
die aus der Definition der Wahrheit folgen, muss man den
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Satz vom Widerspruch und den Satz vom-ausge-
schlossenen Dritten zdhlen. Diese beiden Sitze, gemeinsam
- mit dem schon erwihnten Satz tiber die Folgerungen aus den
wahren Aussagen, zeigen, dass die Klasse aller wahren
Aussagen ein widerspruchsfreies und vollstén-
- diges'deduktives System bildet (Satz 1, 2 und 4).’

" Als unmittelbare, wenn auch ein wenig abliegende Kon-
sequenz dieser Tatsachen gewinnen wir den Satz, dass die
Klasse aller beweisbaren Sétze ebenfalls ein
widerspruchsfreies (obwohl nicht notwendig vollstandiges)
deduktives System bildet: Auf diese Weise kénnen wir
fiir jede Wissenschaft, fiir die wir die Definition der Wahrheit
zZu bllden imstande . sind, auch den Beweis ihrer Widerspruchs-
freiheit “erbringen. Der mit Hilfe: dieser Methode ‘durchgefithrte
Beweis besitzt allerdings keinen grossen Erkenntunisweért, denn
© er stiitzt sich auf Primissen, die mindestens ebenso stark sind
wie die Voraussetzungen der untersuchten ‘Wissenschaft 78).
Nichtsdestoweniger scheint es bemerkenswert, - dass: es . eine
allgemeine Methode derartiger Beweise gibt, die sich auf eine
‘umnfangreiche ‘Kategorie von deduktiven: ‘Wissenschaften an-
wenden lisst; dabei ist —  wie ersichtlich — diese Methode
vom deduktlven Gesmhtspunkt aus: nicht ganz trivial und
eine einfachere oder sogar eine.von ihr verschiedene ist bisher
in vielen Fillen tiberhaupt nicht bekannt. :

In jenen Fillen, in denen die'Klasse der beweisbaren Sitze
nicht nur ein widerspruchsfreies, sondern auch ein vollstin-
diges System ist, deckt sie sich — wie man leicht zeigen kann —
mit der Klasse der wahren Aussagen. Falls wir also beide
Begriffe — den der wahren Aussage und den des beweisbaren
Satzes — 1dent1ﬁz1elen, S0 crelangen wir zu einer neuen Defi-
nition der Wahrheit, die rein. strukturellen Charakter besitzt
und sich darum wesentlich von der urspriinglichen, semantischen

™) Wie Ajdukiewicz in einem etwas anderen Zusammenhange
richtig bemerkt hat (vgl. Ajdukiewicsz, S.389—40), folgt darauskeines-
wegs, dass dieser Beweis in methodologischer Hinsicht nicht-korrekt sei
und etwa — in-dieser: oder jener Form — eine ,petitio principii* ent-
_ halte: die Behauptung, die wir beweisen, d.'i. die W1derspriléhsfrelheit
der ‘Wissenschaft, trith na.mhch Lemeqwegs unter den Vv oraussetzungen

—

-des Beweises:'auf. :.:: T S L SV S "
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Definition -dieses' Begriffs - unterscheidet?). Und ‘selbst dann,’
wenn ‘die beweisbaren’ S#tze kein vollstindiges System bilden,
ist die Frage des Aufbaus einer strukturellen Definition nicht
a priori hoffnungslos: manchmal gelangt man dadurch, dass
man das Axiomensystem der Wissenschaft in entsprechender
- Weise. durch Hinzuftigung gewisser strukturell beschriebener-
Aussagen erweitert, zu einem solchen System, dass sich bereits
" die Klasse aller seiner Folgerungen mit der Klasse aller wahren
Aussagen deckt. Von einer allgemeinen Konstruktionsmethode
kann hier jedoch keine Rede sem. Ich vermute, dass der Ver-

%) Ich habe im Laufe der Untersuchung schon mehrmals dle seman-
tischén Definitionen der wahren Aussage den strukfurellen Definitionen
gegenitbergestellt; dies bedeutet aber keineswegs, dass ich hier beab-
sichtige, die Unterschiede zwischen diesen beiden Arten von Definitionen
in exakter Weise anzugeben. Vom inhaltlichen Gesichtspunkt aus treten
diese Unterschiede ziemlich deutlich hervor..Die Def. 23 aus § 8 — wie
auch die anderen auf dieselbe Weise gebauten Definitionen' — betrachte
ich aus dem Grunde als semantische Definition, weil sie in gewissem
Sinne (den:niher zu prisisieren es schwer fallen wiirde) eine ,natiirliche
Verallgemeinérung®, sozusagen ein ,unendliches logisches Produkt® jener
Teildefinitionen darstellt, die in der Bedingung (x) der Konvention TU
beschrieben wurden und die eine unmittelbare Zuordnung zwischen den.
Aussagen der Sprache und den Namen dieser Aussagen festlegen. Zu den .
strukturellen Definitionen z#hle ich dagegen jene, die auf Grund des fol-
genden Schemas konstruiert werden: man beschreibt eine Klasse von
Aussagen oder anderen Ausdriicken, und zwar so, dass-man aus der
Gestalt jedes Ausdrucks erkennen kann, ob er zur gegebenen Klasse
' gehort oder nicht; man gibt weiterhin solche Operationen an den Aus-
driicken an, dass man, wenn uns gewisse Ausdriicke in endlicher Anzahl .
gegeben sind und wenn man die Gestalt eimes beliebigen anderen Aus-
drucks kennt, .schon -entscheiden kann, ob er sich aus den gegebenen
Ausdriicken mit Hilfe einer der angegebenen Operationen gewinnen lisst;
schliesslich definiert man die wahren Aussagen als jene, dle map dadurch
gowinnt, dass man an den Ausdricken der gegebenen Klasse beliebig
oft die angegebenen Operatiomen vollzieht (es ist zu bemerken, dass auch
eine solche ‘strukturelle Definition selbst noch keineswegs ein allgemeines
Kriterium der Wahrheit liefert). Uberdies lassen sich gewisse Unterschiede
formaler Natur zwischen diesen beiden Arten von Definitionen erfassen
So erfordert die semantische Definition den Gebrauch von Termini héherer
Ordnung als alle Variablen der Sprache, die Gregenstand der Untersuchung"
ist, z. B. den Gebrauch des Terminus ,erfullt“; zur Formulierung einer
strukturellen Definition dagegen gentigen die Termini von etwa zwei
oder drei der niedrigsten Ordnungen. Bei der Konstruktion einer seman-
tischen Definition. verwenden wir — explicite oder implicite — jene Aus-
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such, eine strukturelle Definition zu konstruieren, sogar in
relativ einfachen Fallen — z. B. in Bezug auf die im vorlie-
genden Paragraphen untersuchte Logik der zwewhedngen
Relationen — auf ernstliche Schwierigkeiten stossen kann. Diese
Schwierigkeiten wiirden "gewiss bedeutend wachsen, wenn: es
sich um die Angabe eines allgemeinen strukturellen Kriteriums
der Wahrheit einer Aussage handeln wirde, obzwar wir es
schon mit zwei Sprachen — jener des Klassenkalkils und jener
des Aussagenkalkills — zu tun hatten, fiir welche sich diese
Aufgabe verhidltnismissig leicht losen lasst ®9).

In allen jenen Fillen, in denen wir imstande sind, die Definitionen
des Erfiilltseins. und der wahren Aussage zu konstruieren, konnen wir
* auch — mittels: einer Modifikation dieser Definitionen — zwei noch allge-

meinere Begriffe von relativem Charakter prizisieren, nimlich die Begriffe
des Erfilltseins und der richtigen (wahren) Aussage — beide
in Bezug auf einen gegebenen Individuenbereich a*). Diese
Modifikation beruht auf einer entsprechenden Einengung des Bereiches
der betrachteten Gegenstinde: anstatt mit beliebigen Individuen, Klassen
von Individuen, Relationen zwischen Individuen wu. s. w., operieren wir
ausschliesslich mit den FElementen der gegebenen Individuenklasse a,
- den Unterklassen djeser Klasse, den Relationen zwischen den Elementen
dieser Klasse u. s. w. Wie daraus ersichtlich, decken sich in dem Spezial-
falle, in dem ¢ die Klasse aller Individuen ist, die neuen Begriffe- mit
den fritheren (vgl Def. 24, 25 und Satz 26). Wie ich schon im § 8 betont -
habe, spielt der allgemeine Begriff der in einem gegebenen Bereiche rich~
tigen Aussage eine grosse Rolle in den gegenwirtigen methodologlschen
Forschungen; man muss jedoch hinzufiigen, dass dies nur jene Forschungen
betrifft, deren Gregenstand die mathematische Logik - und ihre einzelnen
Bruchstiicke sind: auf dem Boden der speziellen ‘Wissenschaften interes-

drticke der Metasprache, die mit den Ausdriicken der untersuchten Sprache’
gleichbedeutend sind, wihrend sie beim Bau einer strukturellen Definition
iiberhaupt keine Rolle spielen; dieser Unterschied verwischt sich, wie
leicht ersichtlich, wenn die untersuchte Sprache ein Bruchstiick der Logik
ist. Die ganze angegebene Unterscheidung ist tibrigens nicht sehr deutlich
und scharf, wovon schon dieser Umstand zeugt, dass man in Bezug auf
den Aussagenkalkiil die semantische Definition als formale Umformung
der strukturellen, auf die Matrizenmethode gestiitzten Definition ansehen
kann. Dabei muss man noch in Betracht ziehen, dass die Konstruktion
der semantischen Definition, die sich auf die uns schon bekannten
Methoden stiitzt, von dem strukturellen Bau der Definitionen der Aussa.ge
und der Aussagefunktxon wesentlich’ abhingig ist. .
’ %) Vgl.-die Bemerkungen auf 8. [66] f. und [82]; auf diese Probleme
werde ich noch im § b zuriickkommen (vgl. %)), - B
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sieren uns ausschliesslich die in ganz bestimmten Individuenbereichen
richtigen Aussagen, wodurch der allgemeine Begriff seine Bedeutung
verliert. Gleichfalls nur in Bezug auf Disziplinen, die Bruchstiicke der
Logik sind, behalten einige allgemeine, im § 8 fir die Sprache des Klassen-
kalkils nachgewiesene Bigenschaften des betrachteten Begriffs weiterhin
ihre Giltigkeit. Es stellt sich z. B. heraus, dass in diesen Disziplinen der
Umfang des Terminus ,die im Individuenbereich @ richtige Aussage®
ausschliesslich von der Michtigkeit der Klasse @ abhingt; man kann
also in den Untersuchungen diesen Terminus durch einen anderen, beque-
- meren ersetzen; nimlich durch den Terminus ndie in einem Bereiche
mit % Elementen ‘richtige Aussage® (Def. 26, Satz 8). Auf den
Begriff der in einem gegebenen Bereich richtigen Aussage lassen sich die
schon frither besprochenen Sitze Uber den Wahrheitsbegriff erstrecken,
wie z. B. der Satz vom Widerspruch und jener vom ausgeschlossenen
Dritten. Besondere Beachtung verdient der Begriff der in jedem Indi-
viduenbereiche richtigen Aussage (Def. 27). Seinem Umfang nach
steht er in der Mitte zwischen dem Begriff des beweisbaren Satzes und
jemem ' der wahren Aussage: die Klasse der in' jedem Bereiche richtigen
Aussagen umfasst alle beweisbaren Sitze und besteht ausschliesslich aus
wahren Aussagen (Satz 22 und 27). Dabei ist diese Klasse in der Regel
enger als die Klasse aller wahren Aussagen: sie enthilt z. B. keine Aus-
sagen, deren Giltigkeit davon abhingt, wie gross die Anzahl aller Indi-
viduen ist (Satz 28). Wer- freilich das System der beweisbaren Sitze jeder
untersuchten Wissenschaft zu einem vollstdndigen ausgestalten will, der
muss in das System Sitze einfiigen, die die Frage, wieviel Individuen es
tiberhaupt gibt, vorweg indiesem oder jenem Sinne entscheiden. Verschiedene
Umsténde lassen jedoch einen anderen-Standpunkt als' besser begrindet
erscheinen, n#mlich den, dass man die Entscheidung iiber solche Probleme
den speziellen deduktiven Wissenschaften iberldsst, in der Logik und
in ihren Bruchsticken dagegen nur zu erreichen sucht,” dass sich der,
Begriff des bewetisbaren Satzes hinsichtlich seines Umfangs ‘mit dem
" Begriff einer in jedem Individuenbereiche richtigen Ailssage deckt. Fur
die Aphinger dieser Tendenz gewinnt die Frage, ob der Umfang der
beiden genannten Begriffe tatsiichlich identisch.ist, grosse Bedeutung;
im. Falle einer negativen Antwort ensteht das Problem, das Axiomen-
system . der untersuchten Wissenschaft derart zu -vervollstindigen, dass
. die so erweiterte Klasse der béweisbaren Sitze sich bereits mit der Klasse
der in. jedem Bereiche richtigen Aussagen deckt. Dieses Problem, das
‘eigentlich mit der Frage nach einer strukturellen Charakberistik des
zuletzt betrachteten Begriffs squivalent ist, konnte nur in-wenigen Fillen
positiv entschieden werden (vgl. Satz 24)8%); im allgemeinen bietet diese
Frage nicht minder wesentliche Schwierigkeiten als das analoge Problem
einer strukturellen Charakteristik der wahren Aussage. Auf zhnliche

1) In Bezug auf den engeren Funktionenkalkiil wurde dleseé in
Hilbert-Ackermann, S. 68 gestellte Problem unla,ngst von K Godel
entschieden (G6del)). L S
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* Schwierigkeiten stossen wir auch dann, wenn wir den Begriff der in einem
Bereiche mit k KElementen richtigen Aussage strukturell zu definieren
versuchen.  Einzig in dem ¥alle, in dem % eine endliche Zahl ist, kann
man leicht eine allgemeine Methode angeben, die der aus den Untersu- -
chungen tber den erweiterten Aussagenkalkiil bekannten Matrizenme-
thode nachgebildet ist und eine strukturelle Charakteristik des betrach- -
teten Begriffs ermdglicht; auf diesem Wege~gewinnen wir sogar ein
allgemeines. Kriterium, welches auf Grund der Gestalt eimer beliebigen:
Aussage zu entscheiden gestattet, ob sie in einem Bereiche mit vorgege-
bener endlicher Anzahl der Elemente richtig ist$2).- . ‘

Ich mé&chte mich hier in spezielle Untersuchungen iiber die zuletzt
betrachteten Begriffe nicht niher einlassen; einige hieher gehdrende
Brgebnisse, die sich auf den Klassenkalkiil beziehen, habe ich beispiels-
weise im § 3 angegeben. Ich bemerke hier nur, dass man in den letzten
Jahren zahlreiche Resultate gewonnen hat, die gestatten, aus der Richtig-
keit in speziellen Individuenbereichen oder aus den strulkturellen Eigen-
schaften gewisser Aussagen auf deren Richtigkeit in jedem Bereiche, also
auch auf ithre Wahrheit zu schliessen ). Es ist evident, dass alle diese
Ergebnisse erst dann einen klaren und deutlichen Inhalt gewinnen und
sich erst dann ganz exakt beweisen lassen, wenn man als Grundlage der
Betrachtung eine konkrete, prizis formuherte Definition c'lel nch’olgen
Aussage anmmmt :

§ 5. Der Begriff der wahren Aussage in dem Sprachen
unendlicher Qrdnung.

Wir wenden uns nunmehr den Sprachen ~der 4 Art zu,
also den Sprachen unendlicher Ordning, die schon ausserhalb
des Anwendungsbereiches der im vorigen Paragraphen skiz-
zierten Konstruktionsmethoden liegen. Als Beispiel ‘wird uns
die Sprache der allgemeinen Klassentheorie- dienen.
Diese Sprache ist aus dem Grunde beachtenswert, weil sie —
“trotz ihrer elementaren btruktur und ihrer Armut an gramma—

) Vgl Bernays Schénfinkel;, S. 852. :

) 8o sind nach den bekannten Siétzen von Lowenhelm und
Skolem gewisse Kaftegorien von Aussagen in jedem Gebiete richtig,
wenn sie nur in allen endlichen und abzihlbaren Gebieten richtig sind;
diese Sitze umfassen z B. alle Aussagen der -in diesem § beschriebenen
Logik der zwei- und -mehrgliedrigen Relationen, die Generalisierungen
von. Aussagefunktionen sind, in demen Variable -2ter Ordnung ausschliess-
lich als freie Variable auftreten. In Bezug auf die Aussagen des Klassen-
kalkills lisst sich dieses Ergebnis — wie dies die Sitze 15 . und 19 'aus

“§8 erweisen — wesentlich verschirfen. Ein. engeres Anwendungsgebiet
besitzen gewisse Resultate von Bernays, Schénfinkel und Acker-
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tischen Formen — schon:zur Formulierung jedes Gedankens:
gentigt, der smh in der gesamten Sprache der mathematischen
Logik’ ausdrucken lasst; einé einfachere Sprache, die das lelstet .
kann man sich schwer vorstellen 84), .

" In der allgemeinen Klassentheorie treten dieselben Kon-
stanten auf wie in den. vorher untersuchten Wissenschaften,

mann: sie gestatten, Aussagen von einer speziellen Struktur eine be-
stimmte nattirliche Zahl &z derart zuzuordnen, dass schon aus der Rmhtlgkelt
einer gegebenen Aussage in dem Bereiche mit % Elementen (also — wie

" uns schon bekannt ist — aus rein strukturellen Eigenschaften der Aus-

sage) ihre Richtigkeit in jedem Bereiche folgt. Vgl. hiezu Ackermanu,,
Bernays-Schonfinkel, Herbrand;, Léwenheim,, Skolem,, Sko-
lem, und Skolem;..

%) Die Sprache der - a,11°'ememen Klassentheorie steht -hinsichtlich
des Reichtums an semantischen Kategorien weit hinter der Sprache des
Systems Whitehead-Russell; und weit mehr noch hinter der Sprache,
die Legniewski in seinem System verwendet (vgl. 56) und 65)). Insbeson-
dere treten in der betrachteten Sprache tberhaupt keine Aussagevariablen
und weder Namen von zwei- und mehrgliedrigen Relationen, noch. Variable,
die diese Namen vertreten, auf. Uber die Entbehrlichkeit der Aussageva-
riablen entscheidet der schon in 72 erwihnte Umstand: jeder Aussage,
die Aussagevariable enthilt, kann man eine logisch dquivalente Aussage
zuordnen; die diese Variablen nicht enthalt. Die Ausfiihrungen des § 2, ins-
besondere die Def. 18—17, unterrichten uns dabei hinreichend dariiber; wie
derartige Variable bei der Anlage einer Axiomenliste und bei der Ableitung

" der Sitze der untersuchten Wissenschaft vermieden werden konnen: vgl.

auch v. Neumann, (insbesondere Anm. 9 auf S. 88). Die Moglichkeit der
Elimination zweigliedriger Relationen ergibtsich aus folgender Uberlegung.
Jeder Relation £ lisst sich in eineindeutiger Weise eine Klasse von geordne-
ten Paaren zuordnen, nimlich die Klasse aller jener geordneten Paare, deren
Glieder 2 und y die Formel: z Ry erfullen. Wenn die Relation B dabei
homogen ist, d. h., wenn der Bereich und der Gegenbereich dieser Rela-
tion zu derselben sema,ntischén Kategorie gehdren, so kann man das ge-

. ordnete Paar anders interpretieren, als wir das auf S. [26] getan haben,

und zwar als Klasse, deren Elemente zwei Klagsen sind: die Xlasse, die o
als einziges Element enthilt, und die Klasse, die aus -zwei Elementen
und y besteht. Um eine analoge Methode auf nichthomogene Relationen
anwenden zu kénnen, muss man ihnen vorher eineindeutig homogene
Relationen zuordnen, was keine grosseren Schwierigkeiten bietet. Analog
verfahren wir mit mehrgliedrigen Relationen. In dieser Weise lasst sich
jede Aussage tUber zwei- und mehrgliedrige Relationen beliebiger Kate
gorie in eine Aquivalente Aussage iber Individuen, Klassen von Indivi-
duen, Klassen solcher Klassen -u. s. w. umformen. Vgl. hiezu Kura-
towski,, S 171 und Chwistek,, insbesondere S. 722
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d. i. die Zeichen der Negation und der 1og1schen Summe
sowie das Allzeichen. Als Variable verwenden wir Symbole
wie -, X 4 X% ‘,,X”“ u. 8. W., d. 1. Zeichen, die aus dem
_Zeichen X% und einer Anzahl kleiner -Striche unten und
oben gebildet sind; das Zeichen, welches % Striche unten und
n oben enthélt, nennen wir Variable k*er Gestalt nter Ord-
nung und bezeichnen es mit dem Symbol , 77 % Die Variablen
,V;f., Vi, Vi... repriséntieren beziehungsweise Namen von Indi-

viduen — also von Gegenstinden 1'* Ordnung; von Klassen
.von Individuen — Gegenstinden 2%' Ordnung; von Klassen
solcher Klassen — Gegenstinden 38tr Ordnung-u. s. w.; diese

Variablen gehoren offenbar zu unendlich vielen semantischen
Kategorien. Als fundamentale Aussagefunktionen betrachten.
wir die Ausdriicke vom Typus ,XY¥¥ wo anstatt ,X* eine
beliebige Variable 7+ 1% Ordnung und anstatt , ¥ eine Variable
%" Ordnung auftritt; diese Ausdriicke lesen wir: ,die Klasse X -
(n+1% Ordnung) enthilt als Element den Gegenstand Y
. (m* Ordnung)¥, oder ,die Figenschaft X kommt dem Gegen- -
stand Y zu“. Zur Bezeichnung der fundamentalen Funktionen
- wenden wir die Symbole ,s},4 an, indem wir.gf;=TVi T n ¥
setzen. Der weitere -Aufbau  der Wissenschaft welst keine
~wesentlichen Unterschiede  z. B.-gegeniiber der Logik der zwei- -
.oder mehrgliedrigen Relaticnen auf. Die (eneralisation und
Partikularisation der Aussagefunktion s _hinsichtlich der Va-
riablen V7 bezeichnen. wir beziehungsweise mit. den Symbolen
»N; 2% und ,U7 2% Zu den Axiomen zihlén wir (1) Aussagen,
die die Bedingung (@) der Def.- 13 des § 2 erfiillen, die also
aus den Axiomen des Aussagenkalkiils durch Einsetzung, gege-
‘benenfalls auch durch nachfolgende Generalisierung entstehen ;
(2) Pseudodefinitionen, d. h. Aussagen, die Generalisationen
von Aussagefunktionen vom Typus Ut ﬂ”( :l y+e,. y)
“sind, wobel y eine beliebige Aussagefunktlon ist, die mnicht die
fre1e Variable V“‘l‘1 enthilt; (8) die Gesetze der. Exten—
sionalitét, d. i Aussagen von del Form:

np+2 n?-l-i n?-l-i (Up (81’ e )+ 8p+1 + 8174-1)
_.die besagen, dass zwei Kla,ssen, dle smh nicht -in ihren Ele-
" menten uhterscheiden, sich :auch in keiner 1hrer Elgenschaften
unterschelden also identisch -sind. Um’ in der untersuchten




Wissenschaft eine hinreichende Basis fiir die Grundlegung ver-
schiedener Teile der Mathematik, insbesondere aber der ganzen
theoretischen Arithmetik .zu "gewinnen, miissen wir zu dem

‘obigen System noch (4) das AXlom der Unendllchkelt

hinzufiigen, d. i. die Aussage

. _
Ui(Ui ef,i N (81 U (51 2 81 A +e 1) Ui(ei,i_' 8;1)))) J
die die HExistenz unendlich vieler Individuen gewidhrleistet 85),

Bei der Ableitung der Folgerungen aus den Axiomen wenden
wir die Operationen der Einsetzung, der Abtrennung, der Hinzu-

~fiigung und der Weglassung des Allzeichens an, analog den
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in den Bedmgungen () —(&) der Def. 15 des § 8 beschriebenen -

Operationen.

‘Wenn wir versuchen, den Begriff des Erfiilltseins in Bezug
auf die untersuchte Sprache zu prézisieren, stossen wir auf
Schwierigkeiten, die wir nicht tiberwinden konnen. Angesichts

‘der unendlichen Verschiedenartigkeit der in der Sprache repri-

sentierten semantischen Kategorien ist es hier — #hnlich wie

" im Fall der Logik der mehrgliedrigen Relationen — a priori

ausgeschlossen, die Methode der mehrzeiligen Folgen anzu-
wenden. Aber noch schlimmer ist es, dass auch die Methode der
semantischen Vereinheitlichung der Variablen uns im Stich l&sst.

- Tatsichlich kann — wie. uns aus § 4 bekannt ist — die verein-

heitlichende Kategorie nicht von niedrigerer Ordnung als irgend
eine der Variablen der betrachteten Sprache sein; Folgen,
deren Glieder zu dieser Kategorie gehdren, und umsomehr die

‘Relation des Erfiilltsemns, die zwischen derartigen Folgen und

den entsprechenden Aussagefunktionen besteht, miissen also

Sprache, mit der wir .es hier zu tun haben, treten ja Variable
beliebig hoher (endlicher) Ordnung auf; bei Anwendung der
Methode der Vereinheitlichung miissten wir somit mit Aus-

driicken ,,unendhcher Ordnung® operieren. Doch weder " die

Metasprache, die den Boden der vorliegenden Untersuchungen
bildet, noch irgend eine andere der existierenden Sprachen

‘von hoherer Ordnung sein als alle jene Variablen. In der

%) Dadurch, dass wir das Unendlichkeitsaxiom annehmen, ver-.

zichten wir f13111ch auf das Postulat, nach dem nur die in Jedem Indi-
viduenbereiche richtigen Aussagen bewelsba,re Satze der Logik sein gollen

(vgl. 8. [102] )
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entha,lt deraftige Ausdrucke es ist uns sogar nicht recht Llar o

-welchen 1nhalthchen Sinn man solchen Ausdriicken zuschreiben
koénnte. ) ' ' ' ‘
Diese Bemerkungen scheinen zu zeigen, dass es unmoglich
ist, fiir die untersuchte Sprache einen allgemeinen, semantisch
eindeutigen Begriff des Erfilltseins zu konstruieren, der auf
alle Aussagefunktionen ohne Riicksicht auf ihren semantischen
Typus anwendbar wire. Dagegen bemerken wir keine prinzi-
piellen Schwierigkeiten, die die konsequente Anwendung des
Begriffs des Erfilltseins in seiner urspriinglichen Fassung,
oder vielmehr — der semantischen Mehrdeutigkeit dieser Fas-
sung wegen — -einer unendlichen Anzahl solcher Begriffe
unmoglloh machen wiirden; jeder dieser Begriffe wire in seman-
tischer Hinsicht schon bestlmmt und wiirde sich ausschliesslich
auf Funktionen eines bestimmten semantischen Typus beziehen
(z. B. auf Funktionen, die eine Variable 1 Ordnung als einzige
freie Variable enthalten). Tatsichlich erweckt — unabhingig
von der logischen Struktur der Sprache — der inhaltliche Sinn
. keines dieser Ausdriicke irgend welchen Zweifel; fiir jede belie-
bige konkrete Aussagefunktlon kénnen wir sogar diesen- Sinn
genau prizisieren, indem wir fiir jede Wenduna vom Typus
,,dle Gegenstinde @, b, c... erfilllen die degebene Aussage-
funktion“ eine inhaltlich 'é,quivalente Wendung konstruieren,
die génzlich in Termen der Metasprache formuliert ist. Nichts-
destoweniger bietet das Problem der Konstruktion einer kor-
‘rekten Definition fiir jeden der besprochenen Begriffe wiederum
.wesentliche Schwierigkeiten. Auf dem Boden der Sprachen,
die wir frither untersucht haben, konnte man jeden speziellen
Begriff des Erfilltseins leicht durch eine gewisse Spezialisie-
rung des allgemeinen Begriffs gewinnen; im gegenwirtigen
Falle ist dieser. Weg freilich nicht gangbar. Der Gedanke,
in Anlehnung an die Definition der Aussagefunktion in dieser
oder jener Form die rekursive Methode anzuwenden, muss sich
schon nach kurzer Uberlegung, trotz seiner Naturllchkelt als
- verfehlt herausstellen. 'Wie man leicht einsieht, lassen sich nim-
lich die zusammengesetzten Funktionen von einem bestimmten -
_semantischen Typus nicht immer aus einfacheren Funktionen
von demselben Typus bilden; wir miissen im Gegenteil, um
beheblge Funktionen von emem gegebenen Typus konstruieren
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zu konnen, Aussagefunktionen von allen moglichen - semanti-
schen Typen als Material verwenden ). Im Zusammenhang
damit miissten wir bei der rekursiven Definition irgend eines
speziellen Begriffs des Erfillltseins mit ein und demselben rekur-
siven Prozess unendlich viele analoge Begriffe umfassen —
-~was aber ausserhalb der sprachlichen Moglichkeiten liegt.

Im engen Zusammenhang mit diesen Erwigungen steht
das zentrale Problem wunserer Arbeit — die Konstruktion der
Definition der Wahrheit. Wiirde es gelingen, wenn schon
nicht den allgemeinen, so doch irgend einen der speziellen
Begriffe des Brfiilltseins zu prizisieren, so wiirde diese Aufgabe
nicht die mindesten Schwierigkeiten bieten 87). Andrerseits aber
kennen wir keine Konstruktionsmethode, die nicht — mittelbar
oder unmittelbar — tiber eine vorherige Definition des Begriffs
des Erfiilltseins fithren wiirde. Somit diirfen wir — in Anbe-
tracht der Erfolorlomgkelt der bisherigen Versuche — jedenfalls
feststellen, dass wir. gegenwirtig fiir die untersuchte Sprache
- keine korrekte und sachlich zutreffende Deﬁnmon der wahren
" Aussage konstruieren kénnen.

&) Bin susserer Ausdruck dieses Sachverhalts ist es, dass in den Defi-
nitionen des Erfillltseins nicht nur freie Variable wesentlich berticksich-
tigt werden miissen, sondern auch alle gebundenen Variablen der betrach-
teten Funktion, obzwar diese Variablen keinen Einfluss auf den seman-

" tischen Typus der Funktion austiben und es keineswegs von den diesen

Variablen entsprechenden Gliedern der Folge abhingt, ob die Relation
‘des Erfiilltseins besteht oder nicht (vgl. Def. 22 des § 8, Bedingung (4) ). —

Es sei daran erinnert, dass analoge Schwierigkeiten wie die im Texte

erwihnten schon frither auftauchten, nimlich bei dem Versuch auf un-

mittelbarem Wege eine rekursive Definition der Wahrheit zu konstruieren

(vgl. 8. [47]). -

8T) Stellen wir uns z. B. vor, dass es uns in irgend einer Weise
gelungen ist, den Beonff des Erfulltseins in Bezug auf solche Aussage—
funktionen zu deﬁmeren, die eine Variable 1ter Ordnung als einzige freie
Variable enthalten; wir konnen dann mit Wendungen vom Typus ,das
Individuum o erfullt die Aussagefunkbion y* frei operieren. Wenn wir
nun irgend eine konkrete Aussagefunktion in Betracht ziehen, z. B.
Ul 811,1, -die durch jedes beliebige Individuum erfillt wird, so gewinnen
wir sofort folgende Definition der wahren Aussage: x ist dann und nur
dann eme wahre Aussage, wenn jedes Individuum a die Funkiion
2.Uf e14 (d. <. die Eonjunktion der Aussage = und der Funktion J3 ¢ i)

erfillt. Auf ganz analogem Wege kann man von jedem anderen der spe-
ziellen Begriffe des Erfiilltseins zum Begriff der Wahrheit ubergehen
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Andesmhts dieser Sachlage taucht die Frage auf, ob unser
Mlsserfolg zufélligen Charakter hat und etwa nur an der
Unvollkommenhelt der tatsichlich angewandten Methoden liegt,
oder ob hier Hindernisse prinzipieller Natur eine Rolle spielen,
die im Wesen der Begriffe liegen, die wir definieren wollen,
bzw. mit deren Hilfe wir die geforderten Definitionen zu kon-.
struieren versuchen; wenn die zweite Eventualitdt zutrifft, so
wiaren freilich alle auf die Verbesserung der Konstruktions-
methoden gerichteten Bemithungen fruchtlos. Um diese Frage
beantworten zu kénnen, muss man ihr zuerst eine weniger
unbestimmte Form geben. Erinner wir uns daran, dass wir
- in der Konvention U des § 3 genau festgesetzt haben, welche

Bedingungen iber die sachliche Richtigkeit einer beliebigen
Definition der wahren Aussage entscheiden; die Konstrultion
einer Definition, die diesen Bedingungen geniigt, bildet ja den
Hauptgegenstand unserer Untersuchung. Angesichts dessen
nimmt das in Rede stehende Problem eine prézisere Form an:
es. bandelt sich darum, ob auf dem Boden der Meta-
wissenschaft der betrachteten Sprache die Kon-
struktion einer richtigen Definition der Wahr
heit im Sinne der Konvention W prinzipiell mé-
glich ist. Wie wir uns iiberzeugen werden, lisst sich das
Problem in dieser Geestalt schon endgiltig 16sen, und zwar:
in negativer Richtung. \

Es ist nicht schwer einzusehen, dass das uns interessie-
rende Problem den Rahmen der bisherigen Betrachtung sprengt;
es gehért ndmlich in das Gebiet der Meta-Metawissenschaft ;
seine definitive Liosung, ja selbst nur seine korrekte Formu-
lierung wiirde einen neuen Untersuchungsapparat- erfordern

~und vor allem die -genaue Formalisierung der Metasprache und
der auf ihrem Boden betriebenen Metawissenschaft erforderlich
machen ). Ich glaube jedoch, dass es mir — auch ohne so weit
zu gehen und unter Vermeidung der verschiedenen technischen.
Komplikationen — gelingen wird, in ziemlich klarer. Weise -
tiber alles zu berichten, was sich im Zusammenha.ng mib obigem
Problem gegenwirtig Positives feststellen lisst. '
Beim Operieren mit der Metasprache werden wir die - in
§§ 2 und 3 angegebene Symbohk beibehalten. Um die weiteren
Ausfihrungen zu vereinfachen und mégliche Missverstindnisse
24
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zu vermeiden, werden wir einen solchen Bau der Metasprache
annehmen, bei dem -die untersuchte Sprache ein Bruchstiick
der Metasprache bildet: jeder Ausdruck der Sprache ist zugleich
ein Ausdruck der Metasprache, aber nicht umgekehrt. Dies
erlaubt uns in gewissen Fillen (z. B. bei der Formulierung:
der Bedingung (a) der Konvention 9U) einfach von den Aus-
driicken der Sprache selbst zu sprechen, anstatt, wie bisher,
von den mit jhnen gleichbedeutenden Ausdriicken der Meta-
sprache.

Nach diesen Vorbehalten und Konventionen gehen wir
nunmehr an die Formuherund und Begrunduno des fundamen-
talen Ergebnisses. :

Satz 1. (&) Wie auclz mmer wir tn der Metawissenschaft
das Symbol ,Wr*, das eine Klasse von Ausdriicken bezeichnet,
definieren, so werden wir daraus die Negation eines der Sdlze
ableiten kinmen, die in der Bedmgung (¢) der Konvention ‘JII
besckmeben wurden ; '

(8)' vorausgesetzt also, dass die Klasse abler beweisbaren

" Sétze der Metawissenschaft widerspruchsfrei ist, ist es unmdglich,

auf dem Boden der Metowissenschaft eine zutreffende Definition
der Wahkrheit im Sinne der Konvention W zw konstruieren. 4
Die Idee des Beweises dieses Satzes koénnte man in fol-

~gende Worte fassen%): (1) Man setzt eine bestimmte Interpre-

tation der Metasprache in der Sprache selbst fest und ordnet

auf diesem Wege eindeutig jeder Aussage der Metasprache

%) Die hier angewandte Methode verdanken wir G&del, dem. -

sie in seiner kiirzlich erschienenen Arbeit Godel, zu anderen Zwecken
diente; vgl. besonders S. 174—175, baw. 187—190 (Beweis des Satzes VI).
Dieser ungemein wichtige und interessante Artikel steht in keinem unmit- -
telbaren Zusammenhang mit dem Themsa unserer Arbeit — er betrifft
ndmlich streng methodologische Probleme: die Widerspruchsfreiheit und
Vollstindigkeit der deduktiven Systeme; nichtsdestoweniger werden wir
die Methoden und teilweise auch die Ergebnisse der G3delschen Unter-
suchungen fiir unsere Zwecke dienstbar machen kénnen.

Bei dieser Gelegenheit bemerke ich, .dass ich: den Satz I samt der
Skizze seines Beweises in die vorhegende Arbeit erst eingefiigt habe,

* nachdem sie bereits in Druck gegeben war; zur Zeit, als die Arbeit der

‘Warschauer Gesellschaft der Wissenschaften vorgelegt wurde (21.III. 1981),
war Godels Artikel — so viel mir bekannt ist.— noch.nicht erschienen.
Ich hatte daher in der ursplungllchen Fassung an dieser Stelle anstatt
positiver Ergebnisse nur gew1sse Vermutungen ausgesprochen, die sich
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eine (in Hinsicht auf das in der Metawissenschaft angenom-
mene Axiomensystem) ihr dquivalente Aussage der Sprache zu:
auf diese Weise enthslt die Metasprache neben einer beliebigen
Aussage auch einen individuellen Namen — wenn nicht der-
selben, so wenigstens der ihr zugeordneten und #quivalenten
Aussage. (2) Wiirde es uns .also gelingen, in der Metasprache
eine richtige Definition der Wahrheit zu konstruieren, so wiirde
die Metasprache — mit Riicksicht auf obige Interpretation —
jenen universalistischen Charakter gewinnen, der die wesentli-
che Quelle der semantischen Antinomien auf dem Boden der
Umgangssprache war (vgl. S.[18]); insbesondere konnte man
dann in der Metasprache die Antinomie des Liigners rekon-
struieren,. iridem man némlich in der Sprache selbst eine solche
Aussage z bildet, dass diejenige Aussage der Metasprache, der
‘die Aussage z zugeordnet ist, besagt, z sei keine wahre Aus-
sage; dabel kdnnte man bel dieser Rekonstruktion. durch An-
-wendung des aus der Mengenlehre bekannten Diagonalverfah-
rens®) alle Termini vermeiden, die nicht zur Metasprache
gehoren, sowie alle Primissen empirischer Natur, die in den
bisherigen Formulierungen der Antinomie des Liigners eine
* Rolle spielen %).

itbrigens in der gleichen Richtung bewegten und sich teilweise auf meine
eigenen Untersuchungen, teilweise auf den einige Monate vorher vex-
offentlichten kurzen Bericht G 6del, stltzten.

Nachdem ich den oben angefiihrten Artikel kenmen gelernt hatte,
tiberzeugte ich mich wu. a.,, dass die deduktive Theorie, die G6del als
Gegenstand seiner Untersuchungen gew#hlt hat, das sog. ,System P¢,
der in diesem Paragraphen betrachteten allgemeinen Klagsentheorie auf-
fallend #hnlich ist: abgesehen von gewissen Abweichungen ,kalligraphi-
scher® Natur besteht der einzige Unterschied darin, dass im ,System P¢
neben drei logischen Konstanten auch gewisse Konstante aus dem Ge-
biete der Arithmetik der natiirlichen Zahlen auftreten (es besteht auch
eine weitgehende Analogie zwischen dem ,System P und dem in Tax-
ski,, 8. 218—217 skizzierten System der Arvithmetik). So lassen sich denn
die fiir das ,System P“ gewonnenen Resultate leicht auf die gegenwirtige
Betrachtung tbertragen. Der abstrakte Charakter der von Godel ange-
wandten Methoden macht tbrigens die Giltigkeit der von ibm erzielten
Resultate von den spezifischen Eigenttimlichkeiten der untersuchten Wis-
_senschaft in hohem Grade unabhingig. '
%) Vgl. z. B. Fraenkel,, S. 48 f. )

) Wenn man die unten angegebene Skizze des Beweises analysiert,
50 bemerkt man leicht, dass eine analoge Rekonstruktion sich sogar auf’

&




379 ‘ Alfred Tarski ' | 1 12j .

Wir wollen den Beweis ein wenig genauer skizzieren ).

Vereinbaren wir, fiir den Augenblick anstatt X" “. das
Symbol ,z% zu verwenden; die Partikularisation der Aussage-
funktion % hinsichtlich. der Variablen ,n* werden wir, wie
bisher, mit dem Symbol ,,Uiy“ bezeichnen. Die Variabie ,n*
reprisentiert also Namen von Klassen, deren Elemente Klassen
von Individuen sind; bekanntlich finden wir unter diesen Klas-
sen u. a. die naturhohen Zahlen und iiberhaupt die Ka,rdl-
nalzahlen 6).

Ich habe schon bemerkt, dass man in der hier untersuchten
Sprache der allgemeinen Klassentheorie alle Tatsachen aus dem
Gebiet der Arithmetik der natiirlichen Zahlen ausdriicken kann.
Insbesondere kann man, wenn eine natiiﬂiche Zahl & gegeben
ist, in dieser Sprache leicht eine Aussagefunktion ¢ konstruieren,
die das Symbol ,7n* als einzige freie Variable enthélt und die
besagt, dass die Klasse, deren Namen durch dieses Symbol
reprasentiert ist, mit der Zahl % ‘identisch. ist (also aus den
und nur den Klassen von Individuen besteht, welche genau %

Elemente enthalten™)). So z B. ist = ni(,sj’1 .‘U1 ﬂznz

A (T, T, 1 IR IT I Y o wT U S wh A Y
("1,1'(‘91,2 + &, + 82,2)) +&,-N; U, Ue(em T Eg-Eyy 82,2))’ ene

‘allgemeine rekursive Definition der Folge. der Funktionen
bietet auf dem Boden der Metasprache keine grosseren Schwie-
rigkeiten.

Wie ich schon in § 2 (S.[41]) erwihnt habe, kann man
zwischen den Awusdriicken der Sprache und den natiirlichen
Zahlen unschwer eine eineindeutige Zuordnung durchfithren:

dem Boden der Umgangssprache durchfithren lisst und dass sich infolge
dieser Rekonstruktion die Antinomie des Ltigners tatsiichlich der Anti-
nomie des Ausdrucks ,heterologisth” nihert. Zu dem letzten Absatz des
Textes vgl. die Schlussbemerkungen des §1, S. [18]f. nnd insbesondere 9).

) Zur Vereinfachung werden wir uns an vielen Stellen. so aus-
drucken, als wiirde die folgende Beweisfihrung zur Metawissenschaft
und nicht zur Meta-Metawissenschaft gehéren; insbesondere werden wir,
anstatt z. B. zu behaupten, dass eine gegebene Aussage in der Meta-
wissenschaft beweisbar ist, einfach die Aussage selbst aufstellen. Man
vergesse jedenfalls nicht, das hier nur eine Skizze des Beweises gegeben
wird, der noch vieles zur Vollstandigkeit fehlt.
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- man kann in der Metasprache eine solche unendliche Folge ¢
von Ausdriicken definieren, in welcher jeder Ausdruck der
Sprache, und zwar nur einmal, vorkommt. Auf Grund dieser
Zuordnung kann man jeder Operation an Ausdriicken eine Ope-
ration an natiirlichen Zahlen (welche dieselben formalen Eigen-
schaften besitzt) zuordnen, jeder Klasse von Ausdriicken eine
Klasse von natiirlichen Zahlen u. s. w.; demzufolge gewinnt
die Metasprache eine Interpretation in der Arithmetik der
natiirlichen Zahlen und mittelbar in der Sprache der allgemeinen -
Klassentheorie.

.Nehmen wir insbesondere an, dass wir in der Metasprache
die Aussagenklasse Wr definiert haben; dieser Klasse wird
dann eine Klasse der natiirlichen Zahlen entsprechen, die aus-

- schliesslich in Termen der Arithmetik definiert ist. Betrachten
wir den Ausdruck ,U? (4. @a) € Wr¥; es ist das eine Aussage-
funktion der Metasprache, die ,%* als einzige freie Variable
enthslt. Aus den fritheren Bemerkungen folgt, dass man dieser
Funktion eine andere, ihr fur beliebige Werte von ,n% dquiva-
lente Funktion zuordnen kann, die jedoch vollsténdig in Termen
der Arithmetik ausgedriickt ist. Diese neue Funktion werden
wir schematisch in der Form ,3 (n)* darstellen; wir haben also:

(1) fir ein beliebiges m gilt Uf (tw - Pn) € Wr dann und nur
dann, wenn P (n).

- Da die Sprache der allgemeinen Klassentheorie zur Grund-
legung der Arithmetik der natiirlichen Zahlen ausreicht, kénnen
wir annehmen, dass ,y (#)% eine von den Funktionen dieser
Sprache ist. Die Funktion , (n)¢ wird also ein Glied der Folge ¢
sein, z. B. das Glied mit dem Index %: ,¢ (#)*=¢,. Wenn
wir in der Aussage (1) »&¢ fir ,n“ einsetzen, erhalten wir:

(2) U1 (- @n) € Wr dann und nur dann, wenn o (k).

Das Symbol ,,Ul(z,,.q;k)“ bezeichnet selbstverstindlich
eine Aussage der untersuchten Sprache. Indem wir auf diese
Aussage die - Bedingung (e¢) der Konvention 4 anwenden,
erhalten wir einen Satz von der Form ,z¢& Wr dann und nur
dann, wenn p*, wo ,z* durch einen strukturell-deskriptiven
.oder irgend einen anderen individuellen Namen der Aussage
U 1(;;, ), np“ dagegen durch diese Aussage selbst oder ir-
gend eine ihr &quivalente Aussage zu ersetzen ist, Insbesqn-

-
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dere- konnen wir fir ,z“ den Ausdruck ,,Ui(z;,..(p,,)“ und fir
»2% — angesichts der Bedeutung des Symbols ,4“ — die Aus-
sage nes gibt ein solches m, dass n=1I und ¥ (n)* oder ein-
fach , (k)“ einsetzen; auf diese Weise erhalten wir folgende

. Formulierung:

(3) Ui (4. @) e Wr dann wnd rwr dann, wenn ¥ (k).

Die Aussagen (2) und (3) stehen in offenbarem Wider-
spruch zu einander; die Aussage (2) isb sogar direkt &quivalent
der Negation von (3). Damit ist aber der erste Teil des Satzes
bewiesen: wir haben bewiesen, dass unter den Folgerungen aus
der Definition des Symbols ,Wr“ die Negation eines von jenen
Satzen auftreten muss, von denen in der Bedingung (@) der
Konvention 90 die Rede ist. Daraus folgt unmittelbar der
zweite Teil des Satzés.

‘Die in dem ‘Teile () .dieses Satzes auftretende Voraus-
setzung der Widerspruchsfreiheit ist wesentlich: enthielte ném-
lich die; Klasse 'aller beweisbaren Sitze der Metawissenschaft
einen Widerspruch, so wiirde jede Definition in der Metawis-
senschaft alle iiberhaupt méglichen Aussagen (denn sie alle

wiren in der Metawissenschaft beweisbar) nach sich ziehen,

also inshesondere auch die in der Konvention I beschriebenen.

“Andrerseits besteht, wie wir »jet'zt wissen %), keine Aussicht,
‘die Widerspruchsfreiheit der von uns betriebenen Metawissen-

schaft auf dem Boden der Meta-Metawissenschaft zu beweisen.

© Es ist zu bemerken, dass — angesichts des Bestehens einer
Interpretation der Metawissenschaft in der Wissenschaft selbst

(ein Umstand, der in dem oben skizzierten Beweis eine so-
wesentliche Rolle gespielt hat) — die Voraussetzung des zweiten
Teiles des Satzes I der Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit
der untersuchten Wissenschaft selbst #quivalent und vom .
intuitiven Gtesichtspunkt aus ebenso evident ist.

Das in dem Satz I erzielte Ergebnis scheint vielleicht
auf den ersten Blick ungemein paradox zu sein. Dieser Ein-
druck schwiicht sich jedoch zweifellos ab, sobald wir uns den
tiefliegenden Unterschied zwischen dem Inhalt des zu definie-
renden Begriffs und dem Charakter jener Begriffe vor Augen

) Vgl. Godely, S. 196 (Satz XI).
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halten, welche wuns bei der Konstruktlon der Definition zur
Verfiigung stehen.

Die Metasprache, in der wir'die Untersuchung durchfiih-
ren, enthalt — neben den Ausdriicken von logischem Charakter,
unter denen wir u. a. (in dem betrachteten Fall) alle Aus-
driicke der untersuchten Sprache vorfinden, — ausschliesslich
nur strukturell-deskriptive Termini, also Namen von Ausdriicken
der Sprache, von strukturellen Eigenschaften dieser Ausdriicke,
von strukturellen Relationen zwischen Ausdriicken u. s. w.
Das, was wir Metawissenschaft nennen, ist im Grunde genom-
men die Morpholo gie der Sprache — eine Wissenschaft
von der Gestalt der Ausdriicke — ein Korrelat solcher Teile
- der tradifionellen Grammatik wie die Morphologie, Etymologie
und Syntax

Der Umstand, dass die untersuchte Sprache und die
in dieser Sprache betriebene deduktive Wissenschaft formali--
sierten  Charakter haben, hat eine interessante Erscheinung .
hervorgerufen: es ist ndmlich gelungen, auf strukturell-deskrip-
tive Begriffe gewisse Begriffe von ganz anderer Natur zuriick-
zufithren, die sich von jenen sowohl durch ihre Genese als
auch durch- ihren tblichen Sinn unterscheiden, nimlich den
Begriff der Folgerung samt einer Reihe verwandter Begriffe %);
es ist gelungen, als einen Teil der Morphologie das zu be-
grinden, was man Logik der gegebenen Wissenschaft
~ nennen kénnte. v

Durch diesen Erfolg ermuntert, haben wir versucht, weiter
zu gehen und in der Metasprache auch noch Definitionen
gewisser Begriffe aus einem anderen Gebiet zu konstruieren, nim-
lich aus der sog. Semantik der Sprache, — also solcher
Begriffe wie der des Erfilltseins, des Bezeichnens, der Wahr- -
- heit, der Definierbarkeit u. s. w. Ein charakteristisches Merkmal

%) Die Zuriickfuhrung des Folgerungsbegriffs auf Begriffe aus dem
‘Gebiete der Morphologie der Sprache ist ein Frgebuis der deduktiven
Methode in ihrem letzten Entwicklungstadium; wenn wir im Alltagsleben
sagen, dass ein Satz aus anderen Sitzen folgt, so meinen wir zweifellos etwas
ganz anderes, als das Bestehen gewisser struktureller Beziehungen zwi-
_schen diesen Sutzen. Im Lichte der letzten Ergebnisse G-6dels erscheint
es dabei zweifelhaft, ob diese Zuruckfuhrung ta.tsa(;hhch restlos vollzogen
worden ist, . . . .
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der semantischen Begriffe liegt darin, dass sie gewisse Abhin-
gigkeiten zwischen den Awusdriicken der Sprache und den
Gegensténden, ,von denen in diesen Ausdriicken die Rede ist“,
zum Ausdruck bringen, bzw. dass sie mit Hilfe derartiger
Abhingigkeiten gewisse Kategorien von Ausdriicken oder an-
deren (tegenstéinden charakterisieren. Man k_ti'nnte‘(unter Ver-
wendung der ,suppositio materialis“) auch sagen, dass diese
Begriffe zur Festsetzung der Zuordnung zwischen den Namen
von Ausdriicken und den Awusdriicken selbst dienen.
‘ Die semantischen Begriffe erfreuen sich seit langem eines
piblen Rufes* unter den Spezialisten auf dem Gebiete der
Sprachforschung: sie haben sich .allen Versuchen einer genau-
eren Prazisierung ihres Sinnes entzogen, und Kigenschaften
dieser Begriffe, die inhaltlich einleuchtend erschienen, haben zu
Paradoxien und Antinomien gefithrt. Darum muss die Tendenz,
diese Begriffe auf 1strukturell—deskriptive Begriffe mit klarem
‘und deutlichem Inhalt und evidenten Kigenschaften zuriick-
. zufithren, ganz nabiivlich . und begriindet erscheinen. Fiir die
Moglichkeit, diese Tendenz zu realisieren, schien folgende Tat-
sache zu sprechen: es ist immer gelungen, jede Wendung, die
die von uns betrachteten semantischen Termini enthilt und _
die einzelnen, strukturell beschriebenen Ausdriicke der Sprache
betrifft, durch eine inhaltlich #quivalente und von derartigen
‘Termini freie Wendung zu ersetzen; m. a. W. man konnte
fiir jeden semantischen Begriff unendlich viele Teildefinitionen °
formulieren, die in ihrer Gesamtheit alle Fille der Anwendung
" dieses Begriffs auf konkrete Ausdriicke erschgpfen und fiir die
die in der Bedingung () der Konvention U angefithrten Sitze
ein Beispiel sind. Zu eben diesem Zwecke rechneten wir in
der Regel — mit Riicksicht auf den Inhalt der semantischen
Begriffe — neben den Namen von Ausdriicken' alle Ausdriicke
der Sprache selbst oder die mit ihnen gleichbedeutenden Aus-
‘driicke zur Metasprache (und zwar selbst dann, wenn diese Aus-
driicke keinen logischen Charakter besassen, vgl. S.[69]f.), ob-
gleich eine derartige Bereicherung der Metasprache keine Vorteile
fiir den Betrieb der ,reinen“ Morphologie der Sprache bietet.
An und fir sich hat die erwihnte Tatsache keine entschei-
dende Bedeutung: es gibt keinen Weg, der einen automatischen

Ubergang von jenen Teildefinitionen zu einer allgemeinen Defi-. o
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nition ermdglicht, die sie alle als Spezialfille umfassen und
vihr ,unendliches logisches Produkt* bilden wiirde %), Erst darik
den speziellen Konstruktionsmethoden; die wir in den §§ 3
und - 4 entwickelten, ist es uns gelungen, die geforderte Re-
duktion der semantischen Begriffe durchzufiihren, und zwar
nur fir eine- bestimmte Gruppe von Sprachen, die an gramma-
tischen Formen arm sind und deren Reichtum an semantischen
Kategorien beschréinkt ist, — nédmlich fiir die Sprachen end-
licher Ordnung. Es sei daran erinnert, dass die dabei ange-
wandten Methoden verlangten, in der Metasprache Kategorien
zu verwenden, die hoherer Ordnung als alle- Kategorien der
untersuchten Sprache und deshalb von allen grammatischen
Formen dieser Sprache prinzipiell verschieden sind. Die Ana-
lyse des oben skizzierten Beweises des Satzes I zeigh, dass
dieser Umstand keineswegs zufélligen Charakter hat: unter
gewissen allgemeinen Voraussetzungen erweist es sich z. B. als -
unmoglich, eine richtige Definition der Wahrheit zu konstruie-
ren, wenn man nur solche Kategorien anwendet, die in der
. betrachteten Sprache auftreten %). Darum hat sich auch die
Lage von Grund aus geéindert, als wir zu den ,reichen“ Spra-

%) Wir haben im Laufe unserer Untersuchung schon wiederholt
ghnliche Erscheinungen angetroffen: die Unmoglichkeit, die gleichzeitige .-
Abhiingigkeit zwischen Gegenstinden zu erfassen, die zu unendlich vielen
.semantischen Kategorien gehtren; den Mangel an Termini ,unendlicher
Ordnung®; die Unmdéglichkeit, in einen - Definitionsprozess unendlich
viele ‘Begriffe einzubeziehen w. s. w. (S. [46] £, [94], [106]f., [108]). Xeh
glaube nicht, dass man diese BErscheinungen als ein Symptom der forma-
len Unvollkommenheit der aktuell existierenden Sprachen auffassen darf —
ibre Ursache liegt eher im Wesen der Sprache selbst: die Sprache, die
doch ein Produkt der menschlichen Titigkeit ist, besitat notwendig einen
»finitistischen* Charakter und kann nicht als adiquates Werkzeug zur
Erforschung von Tatsachen oder zur Konstruierung von Begriffen von
einemn eminent ,infinitistischen* Charakter dienen.

%) Schon daraus oder auch unmittelbar aus gewissen Resultaten,
die in G 6del; (S. 187—1901) enthalten sind, kann man leicht folgern, dass
eine strukturelle Definition der Wahrheit — in dem auf'S. [99] ff,, besonders
in ") besprochenen Sinne — sich sogar fir einigermassen reichere Sprachen
endlicher Ordnung nicht konstruieren lisst. Aus anderen Untersuchungen
dieses Verfassers (op. eit., S.193; Satz IX) folgt, dass es in gewissen
V-'elémenta.rer_x Fillen, in denen wir eine solche Definition konstruieren -
konnen, dennoch unméoglich ist, ein allgemeines strukturelles Kriterium
der Wahrheit von Aussagen anzugeben. Das erste dieser Resultate lasst
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chen unendlichér Ordnung iibergingen: die frither angewandten
Methoden erwiesen sich als unbrauchbar, alle Begriffe und
alle grammatischen Formen der Metasprache fanden eine Inter-
pretation in der Sprache und wir konnten im Zusammenhang .-
damit in Satz I endgiiltig zeigen, dass sich die Semantik der
Sprache nicht als ein Teil ihrer Morphologie begriinden lasst.
Eben darauf reduziert sich die Bedeutung des erzielten
Ergebnisses. )

Unabhingig davon zieht Satz I wichtige Konsequenzen
methodologischer Natur nach sich: es geigt sich, dass es un-
moglich ist, in der Metawissenschaft eine solche Klasse von
Aussagen der betrachteten Sprache zu definieren, die aus-
schliesslich aus inhaltlich wahren Aussagen besteht und dabei
.vollsba.ndlg (im Sinne der Def. 20 aus § 3) ist. Insbesonders,
wenn wir die Klasse der beweisbaren Sitze der untersuchten
Wissenschaft auf irgend einem Wege erweitern — sei es durch
Erginzung der Liste der Axiome, sei es durch Verschérfung
der Schlussregeln —, so fiigen wir entweder zu dieser Klasse
falsche Aussagen hinzu oder wir gewinnen kein vollstéindiges
System. Das ist umso intefess{anter, als die Erweiterung der
Klasse der beweisbaren Sitze zu einem vollstindigen wund
. widerspruchsfreien System an und fiir sich keine Schwierig-

keiten -bietet ). .

Eine Interpretation des Satzes I, die die angegebenen
Grenzen iiberschreiten wiirde, liesse sich keinesfalls rechtfer-
tigen; insbesondere wire es unrichtig, auf die prinzipielle
Unmoglichkeit eines konsequenten und mit der Intuition iiber-
einstimmenden Operierens mit semantischen Begriffen und spe-
ziell mit dem Begriffe der Wahrheit zu schliessen. Da aber
~einer von den mdglichen Wegen, die wissenschaftlichen Grund-
lagen der Semantik aufzubauen, jedenfalls verschlossen ist,
muss man sich nach anderen Methoden umsehen. In natiirlicher .
‘Weise entsteht hier der (Gedanke, die Semantik als eine beson-
dere deduktive Wissenschaft zu begriinden, mit einem System
der Morphologie als logischem Unterba,u: zu diesem Zwecke

sich w. a. auf die im §4 besprochene Logik der zwei- oder mehrgliedrigen
Relationen, das zweite auf den engeren Funkﬁonenkalkul von Hilbert-
Ackermann, (S. 43 ff.) anwenden.

%) Vgl Tarski, S, 894, Satz I, 56 (ein Resultat Lindenbaums).

£




[119] ‘Der Wahrheitsbegriff 379

hitte man .in die Morphologie diese oder jene semantischen
Begriffe als Grundbegriffe einzufithren und ihre fundamentalen
_Elgenschaften auf axiomatischem Wege festzusetzen. Nach den
Erfahrungen, die man mit den semantischen Begriffen in Uber-
legungen gemacht hat, die auf dem Boden der Umgangssprache |
gefithrt wurden, sind wir uns der grossen Gefahren dieser
Methode bewusst; darum gewmnt in diesem Falle die Frage
besondere Bedeutung, wie man Sicherheit erla,noen konnte,
dass der axiomatische Weg nicht zu Verwicklungen und Anti-
nomien fihrt.

Im Zusammenhang mit dieser IFrage werde ich mmh
weiterhin ausschliesslich mit der Theorie der Wahrheit befassen
und vor allem einen Hilfssatz aufstellen, der eine Konsequenz
der UberleO'unoen des vorigen Paragraphen ist:

Satz II. Fiir eine beliebige, im vorhinein gegebene noaliir-
liche Zahl k kann man auf dem Boden der Metawissenschalt eine
Definition des Symbols ,Wr¢ konstruieren, die als Folgerungen
alle jene Sitee aus der Bedingung (o) der Konvention W nach
sich zieht, in denen an Stelle des Symbols ,p“ Aussagen mit
Variablen hichstens It Ordnung aufireten (und ausserdem den
in der Bedingung (f) dieser Konvention angefihrien Salz). '

Fir den Beweis geniigt die Bemerkung, dass dieser Satz
“nicht mehr die untersuchte Spraché in ihrem ganzen Umfange
betrifft, sondern nur ein Bruchstiick dieser Sprache, das die
Gesamtheit aller jener Ausdriicke umfasst, die keine Varia-
blen héherer Ordnung als % enthalten. Dieses Bruchstiick ist
offenbar eine Sprache endlicher Ordnung und sogar eine Sprache

2tr Art; wir konnen also leicht. die geforderte Definition kon- -
~ struileren, indem wir eine von den beiden in § 4 besprochenen
Methoden anwenden. Es ist zu bemerken, dass die auf diesem
Wege gewonnene Definition (neben den in Satz II angegebenen
 Folgerungen) eine Reihe von Sitzen allgemeiner Natur nach
sich zieht, wie z. B. die Satze 1—b aus § 3, wenn nur die
Formulierungen dieser Sitze dadurch eine entsprechende Ab-~
schwichung erfahren, dass das Gebiet ihrer Anwendbarkeit auf
Aussagen mit Variablen hochstens 4** Ordnung beschrankt wird.

Schon daraus ist zu ersehen, dass sich, im Gegensatz zu
der Gesamttheorie der Wahrheit, die einzelnen Fragmente
dieser Theorie (deren Untersuchungsobjekt Aussagen sind, die
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ausschliesslich solche Variable enthalten, deren Ordnung von.

~ oben beschrankt ist) als Teilgebiete der Metawissenschaft be-

grinden lassen. Wenn also die Metawissenschaft widerspruchs-
frei ist, so finden wir auch in diesen Fragmenten niemals .
einen. Widerspruch. Dieses letzte Ergebnis lisst sich jedoch
in gewissem Sinne auf die Gesamttheorie der Wahrheit aus-
dehnen, wie dies folgender Satz zeigt:

Satez III. Wenn die Klasse aller beweisbaren Sétze der
Metawissenschalt widerspruchsfrei ist und wenn wir zur Meta-
wissenschalt das Symbol ,Wr“ als neuen Grundierminus, alle

 Sdtee dagegen, die in den Bedingungen (@) und (f) der Kon-

vention W0 beschricben wurden, als newe Aziome hinzufigen, so
wird auch die Klasse der beweisbarer Sdtze der in dieser Weise
erwesterten Metawissenschaft widerspruchsfret sein.

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir bemerken, dass
die Bedingung (@) unendlich viele Aussagen umfasst, die wir
als Axiome der Theorie der Wahrheit annehmen wollen. Kine
endliche 'Zahl dieser Axiome kann — auch im Verein mit dem
einzigen Axiom aus der Bedingung (6) — nicht zu einem
Widerspruch fithren (falls nur der Widerspruch nicht schon
in der Metawissenschaft selbst liegt). Tatséichlich tritt in der
endlichen Zahl der aus () geschopften Axiome nur eine
endliche Zahl von Aussagen der untersuchten Sprache auf

. und . in diesen Aussagen finden wir eine endliche Zahl von

Variablen; es muss also eine natiirliche Zahl k& geben, derart
dass die Ordnung keiner von diesen Variablen die Zahl %
tiberschreitet. Daraus folgt nach Satz II, dass man in der
Metawissenschaft eine solche Definition des Symbols ,Wr*
konstruieren kann, dass die betrachteten Axiome Folgerungen
aus dieser Definition werden; m. a. W. diese Axiome werden
bei entsprechender Interpretation jenes Symbols zu beweisbaren
Sttzen der Metawissenschaft (diese Tatsache ldsst sich auch
unmittelbar, d. h. unabhinglg von Satz II begriinden). Wenn
irgend eine Klasse von Aussagen einen Widerspruch  enthilt,
so muss andrerseits der Widerspruch — wie man leicht zeigen
kann — schon in einem endlichen Teile dieser Klasse auf-
treten 97). Da aber kein endlicher Teil des im Satz III beschrie-

) Vgl Tarski, S. 888, Satz L 48.
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benen Axiomensystems einen Widerspruch enthilt, so ist auch
~das ganze System widerspruchsfrei, -was eben zu bewei-
sen war. »
Der Wert. des gewonnenen Eloebmsses wird durch den
TUmstand erheblich abgeschwicht, dass die im Satz III ge-
.nannten Axiome eine sehr geringe deduktive Kraft besitzen:
eine auf sie gestiitzte Theorie der Wahrheit wiirde ein hochst
" unvollstindiges System sein, dem die wichtigsten und frucht-
barsten allgemeinen Sitze fehlen wiirden. Versuchen wir dies
an einem konkreten Beispiele ndher zu erlémtern. ‘Wir betrachten

die Aussagefunktion ,z ¢ Wr oder z & Wré. Wenn wir in die-
ser Funktion fiir die Variable ,2“ beliebige strukturell- desknp-

tive Namien von Aussagen einsetzen, so gewinnen wir eine

unendliche Zahl von Satzen, deren Begriindung auf Grund der
aus der Konvention 90 geschdpften Axiome nicht die geringsten .
Schwierigkeiten bietet. Die Lage #ndert sich jedoch griindlich,

sobald wir zur Generalisation dieser Aussagefunktion, d.i. zum

allgemeinen Satz vom Widerspruch iibergehen. Vom inhaltli-
chen Standpunkt aus ist die Wahrheit aller jener Sétze bereits -
selbst eine Begriindung des allgemeinen Satzes: dieser Sabz
stellt sozusagen ein ,unendliches logisches Produkt“ jener spe-

ziellen Satze dar. Das bedeutet jedoch keineswegs, dass wir
mit Hilfe der gewdhnlich verwendeten, normalen Schlussweisen
tatsichlich den Satz vom Widerspruch aus den erw#hnten
Axiomen oder Saitzen ableiten kénnen; man kann im Gegenteil
durch eine geringe Modifikation im Beweis von Satz I1I zeigen, -
dass der Satz vom Widerspruch keine Folgerung (wenigstens
Im bisherigen Sinne des Wortes) aus dem beschriebenen Axio-
mensystem ist. :

Wir kénnen nun selbstvers’oandhch das oben besprochene
Axiomensystem ergénzen, indem wir ihm eine Reihe allgemeiner,
von diesem System unabhingiger Sitze angliedern. Als neue
Axiome kdnnte man z. B. die Sitze vom Widerspruch und
vom ausgeschlossenéen Dritten sowie jene Sidtze annehmen,
nach denen die Folgerungen aus wahren Aussagen stets wahr
sind und auch alle Grundsitze der untersuchten Wissenschaft
“zu den wahren Aussagen gehéren; auf das in dieser Weise
erweiterte Axiomensystem liesse .sich der Satz III erstre--
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cken %).- Wir schreiben aber den in dieser Richtung gefithrten
Untersuchungen keinen besonderen Wert zu; es scheint uns
nimlich, dass jede derartige Ergénzung des untersuchten Axio-
mensystems einen zufilligen Charakber hat, der von nicht sehr
wesentlichen Faktoren, wie z. B. von dem aktuellen Stand
des Wissens auf diesem Gebiete abhingt. Jedenfalls erweisen.
sich verschiedene objektive Kriterien, die man bei der Wahl

-weiterer Axiome anzuwenden geneigt wire, als ganz unbrauch-

bar. So scheint z. B. die Tendenz, dass die Axiome der Theorie
der Wahrheit samt den urs_prungllchen Axiomen der Metawis-
senschaft ein kategorisches System ergeben sollen, nattirlich
zu sein??), Man kann zeigen, dass dieses Postulat sich in dem
gegebenen Falle mit einem anderen Postulat deck$, nach dem
das Axiomensystern der Theorie der Wahrheit den Umfang
des in ihm auftretenden Symbols ,Wr% eindeutig bestimmen
soll, und zwar in folgendem Sinne: wenn wir in die Metawis-

‘ senschafb neben diesem Symbol einen anderen G‘rrundtermlnus,

z. B. das Symbol ,Wr’“ einfithren und fiir dieses Symbol ana-
loge Axiome aufstellen, so muss der Satz ,Wr=Wr'“ beweisbar

- sein. Das letztere Postulat -lisst sich aber nicht erfiillen; es ist

nédmlich nicht schwer zu beweisen, dass im entgegengesetzten
Falle der Begriff der Wahrheit ausschliesslich mit Hilfe von

. Termen aus dem Gebiete der Morphologie der Sprache definiert

werden konnte, was jedoch im offenbaren. Widerspruch zu
Satz I stiinde. Aus anderen Griinden allgemeinerer Natur kann

von einem solchen Axiomensystem keine Rede sein, das voll-

stindig wire und infolgedessen zur Liosung jedes Problems
aus dem Gebiete der betrachteten Theorie ausreichen wiirde;
dies ist eine unmittelbare methodologische Konsequenz des

“diesmal nicht auf die Sprache der allgemeinen Klassentheorie,

sondern auf die reichere Sprache der Metawissenschaft und der
Theorie der Wahrheit angewendeten Satzes I (vgl. die Bemer-

kungen auf S. [118]).

%) Zu diesem Zwecke muss man jedoch die Primissen des Satzes
einigermassen verschirfen, und zwar dadurch, dass man voraussetzt, die
Klasse aller beweisbaren Sdtze der Metawissenschaft sei nicht nur wider-
spruchsfrei, sondern anch w-widerspruchsfrei im Sinne G&dels
(Godely, 8. 187), oder m. a. W., diese Klasse bleibe widerspruchsfrei
nach eihmaliger Anwendung der Regel der unendlichen Induktion, von.
der unten die Rede sein wird.
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Die Grundlagen der Theorie der Wahrheit lassen sich
jedoch auf ganz anderem Wege wesentlich verstirken. Der
Umstand, dass man aus der Richtigkeit aller Einsetzungen
von einer Aussagefunktion wie ,& & Wr oder & ¢ Wr* nicht auf
die Richtigkeit der Aussage, die die Generalisation dieser
Funktion ist, schliessen darf, kann man als Symptom einer
gewissen Unvollkommenheit und Unvollstindigkeit der bisher
in den deduktiven Wissenschaften verwendeten Schlussregeln.
auffassen. Um diese Liicke auszufiillen, kénnte man eine neue
Regel annehmen, die sog. Regel der unendlichen In-
duktion, welche sich in Anwendung auf die Metawissen-
. schaft etwa in folgender Weise formulieren ldsst: wenn eine
gogebene Aussagefunktion als einzige freie Variable das Sym-
bol ,z“ enthilt, das zur gleichen semantischen Kategorie gehort
wie die Namen der Ausdrﬁo_ke, und wenn zu den beweisbaren
Satzen der Metawissenschaft jede Aussage gehort, die aus der
gegebenen Funktion durch Einsetzung des strukturell-deskrip-
tiven Namens eines beliebigen Ausdrucks der untersuchten
Sprachée fiir die Variable ,z“ entsteht, so darf man zu den
beweisbaren Sitzen der Metawissenschaft auch die Aussage
“hinzufiigen, die wir aus der Wendung ,fir jedes + — wenn z
ein Ausdruck ist, so p* durch Einsetzung der betrachteten
Aussagefunktion fiir das Symbol ,p% gewinnen. Man kann
auch eine andere Formulierung dieser Regel angeben, die sich
von der vorigen nur dadurch unterscheidet, dass in ihr anstatt
von Ausdriicken von natiirlichen Zahlen die Rede ist und
anstatt strukturell-deskriptiver Namen von Ausdriicken die sog.
spezifischen Symbole natiirlicher Zahlen behandelt werden,
d. i solche Symbole wie ,0¢, 1% 1414 14141¢ u. s. w.;
in dieser Gestalt erinnert die Regel der unendlichen Induktion
an das Prinzip der vollstéindigen Induktion, das sie tibrigens
hinsichtlich der logischen Kraft bedeutend tibertrifft. Da man
zwischen den Ausdriicken und den patiirlichen Zahlen effektiv
. eine eindeutige Zuordnung durchfithren kann (vgl. den Beweis
des Satzes I), so sind — wie leicht zu ersehen ist — beide For-
mulierungen auf dem Boden der Metawissenschafs dquivalent.
~In der zweiten Formulierung treten jedoch iiberhaupt keine
spezifischen Begriffe der Metasprache. auf und aus diesem
Grunde ist sie auf viele andere dedukbive Wissenschaften
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anwendbar. Falls es sich iibrigens um eine Wissenschaft han-
delt, deren Sprache tiberhaupt keine spezifischen Symbole der
natiirlichen Zahlen enthilt, bedarf auch diese Formulierung
gewisser dusserer Modifikationen; so z. B. muss man zwecks
Formulierung der betrachteten Regel fiir die allgemeine Klas-
sentheorie anstatt mit Einsetzungen einer gegebenen Aussage-
funktion mit Ausdriicken vom Typus ,,Ui,(z;,. p)* operieren,
wo an Stelle von ,p* die betrachtete Funktion auftritt und-
das Symbol , 5% denselben Sinn wie im Beweise des Satzes I
~ besitzt %9).

Die Regel der unendhohen Induktion unterscheidet sich
ihres ,infinitistischen* Charakters wegen prinzipiell von den
normalen Schlussregeln: man muss bei ihrer jedesmaligen
-Anwendung unendlich viele Sitze in Betracht ziehen, obgleich .
uns in keinem Moment der Entwicklung einer Wissenschaft eine
solche Zahl von vorher bewieserien Sitzen ,effektiv® cregeben
ist; man kann ernste Zweifel hegen, ob die Verwendung einer
solohen Regel in dem Rahmen der bisherigen Auffassung der
‘deduktiven Methode Platz finden konne. Die Frage, ob diese
Regel nicht zu Widerspriichen fiihrt, bietet nicht minder
wesentliche Schwierigkeiten, als das analoge, die bisherigen
Schlussregeln betreffende Problem, und zwar sogar dann, wenn
. wir die Widerspruchsfreiheit der bisherigen Regeln voraus-
setzen und uns die Anwendung der neuen Regel nicht nur
in der Wissenschaft, sondern auch in der entsprechenden Meta-
wissenschaft und insbesondere in dem eventuellen Beweise der
‘Widerspruchsfreiheit gestatten. Jedoch vom inhaltlichen Ge-
sichtspunkt aus scheint die Regel der unendlichen Induktion
ebenso unfehlbar zu sein, wie die normal angewandten Regeln: sie
fithrt immer von wahren Aussagen zu wahren Aussagen; in Be-
zug auf die Sprachen endlicher Ordnung lasst sich diese Tatsache

99) Auf die Bedeutung der Regel der unendlichen Induktion habe ich .
schon im Jahre 1926 hingewiesen. In einem ,Uber die Widerspruchs- -
© freiheit und Volstindighest der dedulitiven Wissenschaftent betitelten
Referat, das ich auf dem II Polnischen Philosophischen Kongress erstat-
tete, habe ich w. a. ein einfaches Beispiel eines widerspruchsfreien deduk- -
tiven Systems angegeben, das nach einmaliger Anwendung der bespro-
chenen Regel widerspruchsfrei zu sein aufhort, also nicht w-widerspruchs-
frei ist (vgl. 99)." Einige diese Regel betleff‘encle Bemerkunoen kann man
in der Arbeit Hilbert, S. 491 492 finden. )
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auf dem Boden der fiir diese Sprachen konstruierten Definition

der Wahrheit streng begriinden. Fir die Annahme der Regel —
sowohl in der Wissenschaft als auch in der Metawissenschaft —

spricht hiebei der Umstand, dass sie die Ldsung vieler Pro-
bleme ermdglicht, - die auf dem Boden der alten Regeln nicht

lésbar waren. Durch Hinzuftigung ~dieser Regel erweitert man.
die Klasse der beweisbaren Sitze in viel grosserem Umfange,

als dies durch irgend welche Erginzung der Liste der Axiome

geschehen konnte1%9), In Bezug auf gewisse elementare deduk-.
tive Wissenschaften geht diese Erweiterung so weit; dass die

Klasse der beweisbaren S#tze zu einem vollsténdigen System

wird und sich mit der Klasse dér wahren Aussagen deckt; als

Beispiel \ kann die elementare Zahlentheorie dienen, d. i. die

‘Wissenschaft, in der alle Variablen Namen von natiirlichen bzw..
ganzen Zahlen reprisentieren und als Konstante, neben den

Zeichen aus dem Gebiete des Aussagen- und Funktionenkalkils, -
die Zeichen der Null, der Einheit, der Gleichheit, der Summe,
des Produkts und eventuell auch andere mib threr Hrlfe definier-
. bare Zeichen ‘auftreten.

Wenn wir uns entschliessen, in der Metawissenschaft die
Regel der unendlichen Induktion anzunehmen, so wird das
System der Axiome, auf die Satz III hingewiesen hat, bereits. -
eine geniigende Grundlage fiir die Entwicklung der Theorie-
der Wahrheit bilden. Die Begriindung irgend eines der be-
‘kannten S#tze aus diesem Gebiete wird dann keine Schwierig-
keiten bieten, insbesondere z. B. der Sétze 1—6 aus § 3 und
des Satzes, laut dem die Regel der unendlichen Induktion, auf
wahre Aussagen angewendet, stets auf eine wahre Aussage..
hinleitet.. Ausserdem — was noch wichtiger ist — bilden dann
diese Axiome mit den allgemeinen Axiomen der Metawissen-
schaft zusammen ein kategorisches (wenn. auch unvollstén-
diges) System und bestimmen eindeutig den Umfang des in -
ithnen auftretenden Symbols W

1% 8o z. B. kénnen wir, wenn wir diese Regel in der Metasprache:.
annehmen, ohne sie der Sprache anzugliedern, bevs reisen, dass die Klasse-
der ‘bewsisbaren Sitze der ‘Wissenschaft w1de1sp1uchsf‘rex ist, was wir-
~frither nicht zu begrtinden vermochten. Vgl. im Zusammenhan g mit diesen
Ploblemen Grode]a, S. 187—191 und 196,

26
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Die Frage, ob die auf diesen Grundlagen aufgebaute
Theorie keinen inneren Widerspruch enthilt, gewinnt unter
diesen Umstinden eine besondére Bedeutung. Leider kénnen
wir diese Frage bis nun nicht endgiltig entscheiden. Der Satz I
behilt seine volle Geltung: trotz der Verstirkung der Grund-
lagen der Metawissenschaft lisst sich die Theorie der Wahr-
heit. nicht als ein Teil der Morphologie der Sprache aufbauen.
Wir kénnen dagegen vorliufig den Satz IIL fir die erweiterte
Metasprache nicht beweisen ; jene Primisse, die in dem urspriing-

. lichen Beweise die wesentlichste Rolle gespielt hat, d. i. die
Reduktion der Widerspruchsfreiheit des unendlichen Axiomen-
systems auf die Widerspruchsfreiheit jedes endlichen Teiles
dieses Systems, verliert nun — wie man leicht einsisht — wegen
des Inhalts der neu angenommenen Regel vollig ibre Geltung.
Es ist nicht ausgeschlossen, dass die betrachtete Frage sich
in keiner Richtung entscheiden ldsst (wenigstens auf dem
Boden gines ,normalen* Systems der Meta-Metawissenschaft,
das nach den am Anfang des § 4 angegebenen Prinzipien auf-
gebaut ist und das die Semantik der Metasprache .nicht umfasst).
Dagegen ist -die Moglichkeit, den Satz IIL in seiner neuen
Fassung als falsch zu erweisen, vom inhaltlichen Gesichtspunkt
aus wenig wahrscheinlich. Eines scheint klar: es lasst sich hier

. die Antinomie des Liigners weder in-der uns aus § 1 bekannten
Formulierung mnoch in der Form, in der sie im Beweise des.
Satzes. I auftritt, unmittelbar rekonstruieren. Die in der Theorie

.der Wahrheit angenommenen Axiome besitzen.némlich hier,.
im Gegensatz zur Umgangssprache, deutlich den Charakter von
Teildefinitionen; durch Hinzuffigung des Symbols ,Wr* wird
die Metasprache keineswegs semantisch universal, sie deckt sich
némlich nicht mit der Sprache selbst und ldsst sich aunch nicht
in. der Spra_che- interpretieren (vgl. S. [11] und [111]). %)

. 1Y) Das zuletzt betrachtete Problem ist einem anscheinend allge-
meineren Problem methodologischer Natur #quivalent, das sich in fol-
‘gender Weise formulieren ldsst. Wir setzen die Widerspruchsfreiheit der
durch die Regel der unendlichen Induktion erginzten Metawissenschaft
voraus. Wir betrachten eine unendliche Folge ¢ von Aussagen der Meta-
wissenschaft; ferner nehmen wir in die Metawissenschaft ein neues Grund-
zeichen ,N* auf und figen als Axiome jene und nur jene Aussagen hinzu,
die aus dem Schema .,n ¢ N, dann und nur dann, wenn p* dadurch ent-
stehen, dass fir das Zeichen ,n* das ke spesifische Symbol der nattrli-
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Der Versuch, die gewonnenen Ergebnisse auf andere
- Sprachen unendlicher Ordnung anzuwenden, stdsst auf keine
ernsteren Hindernisse. Dies betrifft insbesondere das wichbtigste:
dieser Ergebnisse — den Satz I Die Sprachen unendlicher
Ordnung liefern in der Tat, dank der Fille der in ihnen ent-
‘haltenen Bedeutungsformen, geniigende Mittel zur Formulie-
rung jeder Aussage aus dem Grebiete der Arithmetik der natiir--
lichen Zahlen und erméglichen infolgedessen die Interpretation
der Metasprache in der Sprache selbst; dieser Umstand ist
eben dafiir entscheidend, dass Satz I seine Geltung fiir -alle
Sprachen der be{nachteten Art behilt 10%).

chen Zahlen (d. i. der aus & Zeichen ,1¢, die durch die Zeichen nt+% von.
einander getrennt sind, zusammengesetzte Ausdruck) und fir das Zei-
chen ,p* das kte Glied der Folge ¢ (wobei % hier eine beliebige natirliche
Zahl ist) eingesetzt wird. Es handelt sich darum, ob die aunf diese Weise
erweiterte Klasse der beweisbaren Sitze der Metawissenschaft wider--
spruchsfrei bleibt. Dieses Problem kénnte man das Pr oblem der unend-
lichen induktiven Definitionen nennen: das in ihm beschriebene
Axjomensystem konnte man — vom inhaltlichen Standpunkt aus — als eine
Definition sui generis des Symbols ,N“ auffassen, die sich nur dadurch
von den normalen Definitionen unterscheidet, dass sie in unendlich vielen-
Aussaven formuliert ist. Dieses Charakters der Axiome wegen scheint die
Mb’glichkeit einer negativen Lésung des Problems wenig walirscheinlich
zu, sein. Aus Satz IL und aus der Interpretation der Metawissenschaft
in der Wissenschaft selbst kann man unschwer schliessen, dass sich das
betrachtete Problem in jenen Fillen in positivem Sinne 16sen lisst, in
denen ‘die Ordnung- aller Variablen, die in den Aussagen der Folge ¢ auf-
treten, von.oben beschrinkt ist; man kann dann sogar in der Meta-
wissenschaft eine solche Definition des Symbols ,N“ konstruieren, aus
der alle erwshnten Axiome folgen. — Das betrachtete Problem hingt
offenbar mit den spezifischen Eigenschaften der Metawissenschaft als
solcher nicht zusammen: in derselben oder in einer etwas modifizierten
Form kann man es auch fir andere deduktive Wissenschaften, z. B. fur
die allgemeine Kla.ssentheome aufwerfen.
10%) Hier ist ein Vorbehalt nétig: wenn wir als Ausgangspunkt die
in %) skizzierte Klassifikation der semantischen. Kategorien wahblen, so
.8tossen wir doch auf Sprachen unendlicher Ordnung, fiir die Satz I seine
Geltung verliert. Als typisches Beispiel kann die Sprache der sog..Proto-
thetik Lesdniewski's dienen (vgl. Leéniewski). Infolge des ,fini-
tistischen® Charakters aller semantischen Kategorien dieser Sprache kann
.-man in der Metasprache leicht eine richtige Definition der Wahrheit
konstruieren, indem man die Matrizenmethode aus dem erweiterten Aus-’
_sagenkalkiil als Vorbild wahlt®8); eine solche Définition Kann man tibri-
gens auch auf anderem Wege gewinnen: wie Ledniewski gezeigt hat,

%
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Einige Bemerkungen wollen wir jenen Fallen widmen, in
denen nicht - wie -bisher — eine einzelne Sprache, sondern
eine ganze Klasse von Sprachen als Gegenstand der Unter-
suchung auftritt. Wie ich schon in der Einleitung betont habe,
hingt -der Begriff der Wahrheit sowohl seinem Umfang wie
seinem Inhalt nach wesentlich von der Sprache ab, auf die er
angewendet wird: nur dann kénnen wir von einem Ausdruck
sinnvoll behaupten, dass er eine wahre Aussage sei oder nicht
sei;, wenn wir diesen Ausdruck als Bestandteil einer konkreten
‘Sprache behandeln. Sobald die Erwigungen eine grossere
Anzahl von Sprachen betreffén, ist der Ausdruck ,wahre Aus-
sage“ mnicht mehr éindeutig; wollen wir seine Mehrdeutigkeit
vermeiden, so miissen wir ihn durch den relativen Terminus
neine in Bezug auf die gegebene Sprache wahre
Aussage“ ersetzen. Um den Sinn dieses Terminus zu pri-
zisieren, wenden wir im wesentlichen die uns schon bekanuten
- Verfahrungsweisen an: wir bauen fir alle Sprachen der . gege-
benen Klasse eine gemeinsame Metasprache auf; innerhalb
" der Metasprache versuchen wir den’ betmchteten Ausdruck
mit Hilfe der in §§ 3 und 4 entwickelten Methoden zu defi-
nieren; falls dies mnicht gelingt, fiigen wir diesen Terminus
den Grundausdriicken der Metasprache bei und bestimmen seine
Bedeutung auf axiomatischem Wege nach den Weisungen des:
Satzes IIT aus diesem Paragraphen. Wegen des relativisierten
- Charakters des betrachteten Terminus erwarten wir jedoch
-a priori, dass sich bei der Realisierung des skizzierten Planes
. die fritheren Schwierigkeiten bedeutend vergrossern und ganz
neue Komplikationen auftreten kénnen (die z. B. mit der Notwen-
digkeit der Prazisierung des Wortes ,Sprache* zusammen-
héngen). Ich beabsichtige nicht, die hier beriihrten Probleme
néher zu erdrtern. Fiir derartige Untersuchungen bestehen zur.
Zeit keine weiter reichenden Aussichten. Insbesondere wire es.
rrig- anzunehmen, dass eine Relativisierung des Wahrheits-

ist die Klasse der- bewelsbaren Satze der Protothetik vollstindig und
deshalb deckt sich der Begriff des beweisbaren Satzes seinem Umfang
nach mit dem Begriff der wahren Aussage. Der Satz I betriffs dagegen
ohne: Emschrankung alle jene Sprachen, in denen die Ordnung der seman-
tischen Kategorien aus dem Gebiet der sog. Ontologie Lesnlewskl s
-(vgl. Leériewski,) nicht von oben beschrinkst ist. :
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begriffs — in jener Richtung, von der oben die Rede war, —
den Weg zu irgend einer allgemeinen Theorie dieses Begriffs
ebne, die alle méglichen oder wenigstens nur alle formalisiérten
Sprachen umfassen wiirde. Die Klasse der Sprachen, die wir
© zum Gegenstand simultaner Betrachtungen wihlen, kann nicht
zu weit sein; wenn wir z. B. in diese Klasse die Metasprache
eingliedern, die das Gebiet der Untersuchungen bildet und
- bereits um den Wahrheitsbegriff bereichert ist, so schaffen wir
automatisch Bedingungen, die die Rekonstruierung der Anti-
nomie des Liigners ermdglichen. Die Sprache der allgemeinen
Theorie der Wahrheit enthielte genau aus denselben Grénden
wie die Umgangssprache einen Widerspruch. -

Zum Schluss bemerken wir, dass die erzielten Ergebnisse
sich auch auf andere Begriffe von semantischem Charakter,
z. B. auf den Begriff des Erfiilltseins erstrecken lassen. Fir
jeden dieser Begriffe kann man ein System von Postulaten -
aufstellen, das (1) Teildefinitionen enthilt, die den in der Bedin-
‘gung (@) der Konvention 9§ beschriebenen Sitzen analog sind
und den Sinn des gegebenen Begriffs in Bezug auf alle kon-
kreten, strukturell beschriebenen Ausdriicke dieser oder jemer
Klasse bestimmen (z. B. in Bezug auf Aussagen oder Aussage- -
funktionen von einem bestimmten semantischen Typus), und
ausserdem (2) ein weiteres Postulat umfasst, das dem Satze
aus der Bedingung (8) der erwihnten Konvention entspricht
und feststellt, .dass der betrachtete Begriff ausschliesslich auf
Ausdriicke der gegebenen Klasse angewendet werden - darf.
Wir sind geneigt, eine solche Definition des untersuchten
Begriffs als sachlich zutreffend gelten zu lassen, die alle Postu--
“late des obigen Systems als Folgerungen nach sich zieht.
Methoden, die den.in §§ 8 und 4 dargestellten #hnlich sind,
~ermdglichen die Konstruktion der geforderten Definition in
jenen Fillen, in denen wir es mit einer Sprache endlicher
Ordnung zu tun haben, oder, allgemeiner ausgedriickt, in denen
- der betrachtete semantische Begriff ausschliesslich solche Sprach-
ausdricke Detrifft, in denen die Ordnung aller Variablen von
oben beschréankt ist (vgl. Satz II). In den itbrigen Fillen kann
man — nach dem Vorbild des Beweises des Satzes I — zeigen,
" dass man in der Metasprache keine Definition mit den erwihnten

_r
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Eigenschaften aufzustellen vermag%). Um auch in diesen
Fillen die Theorie des uns beschiftigenden Begriffs aufbauen
zu kénnen, gliedern wir ihn in das System der Grundbegriffe
und die oben beschriebenen Postulate in das Axiomensystem
- der Metawissenschaft ein; ein .dem Beweise des Satzes IIT
analoges Schlussverfahren beweist, dass das auf diesem Wege
bereicherte” Systemr der Metasprache innerlich widerspruchsfrei
bleibt. Die deduktive Kraft der hinzugefiigten Postulate ist
jedoch sehr gering: diese Postulate geniigen nicht zur Begriin-
dung der wichtigsten Satze von allgemeinem Charakter, die
den betrachteten Begriff betreffen; auch bestimmen sie nicht
eindeutig seinen Umfang und das gewonnene System ist nicht
vollstindig, ja nicht einmal kategorisch. Um diese Méngel
von Grund.aus zu beseitigen, miisste man die Grundlagen der
Metawissenschaft selbst verstéirken, indem maxn zu ihren Schluss-
regeln die Regel der unendlichen Induktion hinzufiigt; dann
wiirde aber der Beweis der Widerspruchsfreiheit grosse Schwie-
rigkeiten bieten, die zu #berwinden wir bisher nicht in der
. Lage sind. '

r

Zusammenfassung.

_ Die Hauptergebnisse dieser Arbeit kann man in folgenden
drei Thesen zusammenfassen:

A. Fir jede formalisierte Sprache endlicher
Ordnung kdnnen wir in der Metasprache eine for-.

" mal korrekte und sachlich zutreffende Definition

der wahren Aussage konstruieren, indem wir aus-
schliesslich Adsdriicke von allgemein-logischem
Charakter verwenden, ferner Ausdriicke der Spra-

103) -Dies betrifft insbesondere den Begriff der Definierbarkeit (ob-
gleich in diesem Falle sowohl. die Fragestellung selbst als auch . die
Methode der Losung im Vergleich mit dem im Texte angefithrten Schema
gewisser Modifikationen bedarf). In der Arbeit Tarski, habe ich der
Vermutung Ausdruck gegeben, dass es auf dem Boden der Metasprache
unmoglich ist, diesen Begriff in seiner ganzen Ausdehnung zu definieren;
diese Vermutung kann ich nunmehr exakt begriinden. Diese Tatsache
verdient umsomehr Beachtung, als man — wie ich in der erwihnten
Arbeit bewiesen habe — die Definitionen der einzelnen Fille des Definier-
‘barkeitsbegriffs, die nicht die ganze Sprache, sondern beliebige ihrer

‘Bruchstiicke endlicher’ Ordnung betreffen, nicht nur in der Metasprache, -

sondern auch inm der Sprache selbst konstruieren kann,
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~che selbst, sowie Termini aus dem Gebiete der -
Morphologie der Sprache, d h. die Namen der
‘Sprachausdriicke und der zwischen ihnen beste-
~henden strukturellen Relationen.

B. Fur formalisierte Spraohen unendlicher
Ordnung ist die Konstruktion einer solchen Defi-
nition unmdoglich. "

C. Dagegen kann man sich sogar in Bezug auf
die formalisierten Sprachen unendlicher Ordnung

" in konsequenter und richtiger Weise des Wahr-
heitsbegriffs bedienen, indem man diesen Begriff
in das System der Grundbegriffe.der Metasprache
eirigli\qdert und seine fundamentalen Eigenschaf-
ten mit Hilfe der axiomatischen Methode bestimmt
(die Frage jedoch, ob die auf diesem Wege begriindete Theorie
.der Wahrheit keinen Widerspruch enthélt, ist bis nun nichb
endgiltig entschieden worden).

Da sich die gewonnenen Ergebmisse leicht auf andere
Begriffe semantischer Natur ausdehnen lassen, konnen wir den
obigen Thesen eine allgemeinere- Gestalt verleihen:’

A’. Die Semantik einer beliebigen formali-
‘«gierten Sprache endlicher Ordnung lésst sich als
ein auf entsprechend konstruierte Definitionen
gestiitzter Teil der Morphologie der Sprache auf-
bauen.

B/. Es ist unmdglich, auf diesem Wege die Se-
mantik der formahsmrten Sprachen unendlicher
Ordnung zu begrinden. ’

¢’. Man kann dagegen die Semantik einer
beliebigen formalisierten Sprache umnendlicher
Ordnung als eine selbstidndige Wissenschaft be-
grinden, die sich auf eigene Grundbegriffe und
eigene Axiome stiitzt und als logischen Unterbau
ein System der Morphologie der Sprache besitzt
(wenn uns auch bis jetazt die volle Gewidhr fehlt, dass die
mit Hilfe dieser Methode aufgebaute Semantik kemen inneren-
_ Widerspruch enthilt). ‘

In formaler Hinsicht sind obige Untersuchungen im Rah-
men der Methodologie der deduktiven. Wissenschaften durch-
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‘géfithrt worden. Manche sozusagen nebenbei erzielten Ergeb-
nisse werden vielleicht die Spezialforscher eben dieses Gebisetes
-interessieren. - Teh mache also darauf aufmerksam;: dass wir
dank der Definition. der wahren Aussage‘ fir deduktive Wissen-
schaften endlicher Ordnung eine allgemeine Methode gewonnen
‘haben, ihre Widerspruchsfreiheit zu beweisen (eine Methode,
“die iibrigens keinen bedeutenderen Erkenntniswert besitzt).
Ich bemerke noch, dass es uns gelungen ist, fiir die-Sprachen .
endlicher Ordnung die Begriffe éiner in dem gegebenen bzw.
in jedem Individuenbereiche richtigen Aussage zu prizisieren —
Begriffe, die in den neueren Arbeiten aus dem Gebiete der
Methodologie eine. grosse Rolle spielen. :
In ihrem wesentlichen Teile liegt jedoch vorliegende Arbeit
abseits von dem Hauptstrom methodologischer Untersuchungen. .
Thr zentrales Problem — die Konstruktion der Definition der
wahren Aussage und die Fundierung der wissenschaftlichen
- Grundlagen der Theorie der Wahrheit — gehért ins Gebiet
der Erkénntnistheorie und wird sogar zu den Hauptproblemen
dieses Zweiges der Philosophie gez#hlt. Und so hoffe ich, dass
diese Arbeit in erster Reihe die Erkenntnistheoretiker interes.
sieren wird und dass diese die.in der Arbeit enthaltenen
Ergebnisse kritisch analysieren und fiir weitere Forschungen
auf diesem.Gebiete zu verwerten im Stande sein werden, ohne
sich durch den stellenweise beschwerlichen urd in dem von )
ihnen bearbeiteten Wissenschaftsgebiete bisher nicht verwende-
ten Apparat von Begriffen und Methoden abschrecken zu lassen.
: Zum Schluss noch Eines. Die in ihrer alltdglichen wissen-
. schaftlichen Arbeit an die Anwendung deduktiver Methoden
" nicht gewthnten Philosophen sind geneigt, alle formalisierten
Sprachen mit einer gewissen Gteringschiztzung zu behandeln,
indem sie diesen ,kiinstlichen“ Gebilden die einzige natiirliche
" Sprache — die Umgangssprache —  gegeniiberstellen. Darum
wird der Umstand, dass die gewonnenen Ergebnisse fast aus-
schliesslich die formalisierten Sprachen betreffen, den Wert
~ obiger Untersuchungen in den Augen mancher Leser wesent-
- lich herabsetzen. Es fiele mir schwer, diese Ansicht zu teilen:
meines Erachtens beweisen die Erérterungen des § 1 nach- -
driicklich, dass der Wahrheitsbegriff (wie tibrigens auch andere
semantische Begriffe) in seiner Anwendung auf die Umgangs-
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sprache — bel Verwendung der normalen Gesetze der Logik —
unbedingt zu Verwicklungen und Widerspriichen fithrt. Wer
" immer, allen Schwierigkeiten zum Trotz, die Semantik der
Umgangssprache mit Hilfe exakter Methoden betreiben wollte,
miisste sich vorher der undankbaren Arbeit einer ,Reform*
‘dieser Sprache unterziehen: er mitsste ihre Struktur prézisieren,
die Mehrdeutigkeit der in ihr auftretenden Termini beseitigen
und endlich die Sprache in eine Reihe immer umfangreicherer
Sprachen spalten, von denen jede in demselben Verhiltnis zur
néchsten stiinde, wie eine formalisierte Sprache zu ihrer Meta~
sprache. .Man darf jedoch zweifeln, ob die auf diesem Wege
rationalisierte* Umgangssprache die Eigenschaft der ,Natir-
lichkeit“ behalten wiirde und ob sie dann nicht die charakteri-
stischen Merkmale der formalisierten Sprachen annehmen wiirde.

- ‘ Nachwort.

Als ich die vorstehenden Untersuchungen niederschrieb, 4
habe ich mich ausschliesslich fiir solche formalisierte Sprachen
interessiert, deren Struktur sich mit der Theorie der seman-
tischen Kategorien und insbesondere mit dem Hauptprinzip
.dieser Theorie in Einklang bringen lisst; dieser Umstand hat
einen wesentlichen Kinfluss auf den Aufbau der ganzen Arbeit -
und auf die Formulierung ihrer Schlussergebnisse ausgeiibt. s
schien mir damals, dass ,die Theorie der semantischen Kate-
gorien so tief in die fundamentalen, die Sinnhaftigkeit der
Ausdriicke betreffenden Intuitionen [hineindringt), dass es kaum
moglich ist, sich eine wissenschaftliche Sprache vorzustellen,
deren Aussagen einen deutlichen inhaltlichen Sinn besitzen,
deren Bau jedoch mit der in Rede stehenden Theorie in einer
ihrer Auffassungen nicht in Einklang gebracht werden kann®
(vgl. S. [75]). Heute konnte ich den damals in dieser Frage
vertretenen Standpunkt nicht mehr in entschiedener Weise
verteidigen. Im Zusammenlhiang damit erscheint es mir nun
_interessant und wichtig zu untersuchen, welche- Folgerungen
sich fur die Grundprobleme vorliegender Arbeit ergeben, wenn
man in den Bereich. der Uberlegungen solche formalisierte
.- 'Sprachen einbezieht, in welchen das Hauptprinzip der Theorie
der semantischen Kategorien nicht mehr gilt. Mit" eben | dleser
Frage will ich mich im folgenden kurz befassen. '
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" Obgleich auf diese Weise das Gebiet der Betrachtungen
wesentlich erweitert wird, beabsichtige ich jedoch — ébenso
wie frither — keineswegs, alle méglichen Sprachen zu beriick-
sichtigen, die irgend jemand irgendwann zu konstruieren ver-
mpchte. Ich werde mich im Gegenteil ausschliesslich auf solche
Sprachen beschrénken, welche — abgesehen von den mit der
Theorie der semantischen Kategorien zusammenhéngenden
Unterschieden — in ihrer Struktur eine méglichst weitgehende
Analogie mit- den vorher untersuchten Sprachen aufweisen.
Insbesondere werde ich zwecks Vereinfachung der Uberle-
gungen nur solche Sprachen in Betracht ziehen, in welchen —
neben den All- und Existenzzeichen sowie den Konstanten des-
Aussagenkalkiils — ausschliesslich Individuennamen und die sie.
vertretenden Variablen wie auch konstante und variable aus-
" sagebildende Funktoren mit beliebiger Argumentenzahl auif-
treten. Nach dem Vorbild der Betrachtungen aus den §§ 2
und 4 versuchen wir der Reihe nach, fiir jede dieser Sprachen
die Begriffe der fundamentalen Aussagefunktion, der Grundope-
ration an Awusdriicken, der Aussagefunktion im allgemeinen,
des Axioms, der Folgerung und des beweisbaren Satzes zu
bestimmen. So z. B. zéhlen wir in der Regel zu den Axiomen —
ebenso wie in der Sprache der allgemeinen Klassentheorie aus
§ 5 —. die Einsetzungen. der Axiome des Aussagenkalkiils,
‘die Pseudodefinitionen und die Gesetze der Extensionalitét -
(ausserdem’ gegebenenfalls noch andere Aussagen, je nach den
" - spezifischen Eigentiimlichkeiten der Sprache); bei der Bestim-
mung des Begriffs der Folgerung nehmen wir die Def. 16 aus

. § 2 zum Vorbild.

Der im § 4 emgefuhrte Begrlff' der Ordnung eines Aus-
drucks spielt beim Aufbau der jetzt untersuchten Sprache eine
nicht minder wesentliche Rolle als zuvor. Es empfiehlt sich,
den Namen der Individuen und den sie vertretenden Variablen
die Ordnung O zuzuschreiben (und nicht so wie zuvor die Ord-
nung 1). Die Ordnung eines aussagebildenden Funktors einer
beliebigen (fundamentalen) Aussa,gefunktion‘ ist jetzt nicht mehr
durch die Ordnungen aller Argumente dieser Funktion ein-
deutig bestimmt: da nsmlich das Hauptprinzip der Theorie der
semantischen Kategorien nunmehr nicht gilt, kann'es geschehen,
dass ein und dasselbe Zeichen zugleich die Rolle des Funktors
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in zwei oder mehreren Aussagefunktionen gpielt, in welchen
Argumente, die beziehungsweise die gleichen Stellen einnehmen,
nichtsdestoweniger zu anderen Ordnungen gehoren. Um also
die Ordnung eines .beliebigen Zeichens zu bestimmen, miissen -
wir die Ordnungen aller Argumente in allen Aussagefunktionen
- .ins Auge fassen, in denen dieses Zeichen ein aussagebildender
Funktor ist. Ist die Ordnung aller dieser Argumente kleiner
als eine bestimmte natiirliche. Zahl % und tritt mindestens
in einer Aussagefunktion irgend ein Argument auf, das genau
von der Ordnung n—1 ist, so schreiben wir dem betreffenden’
Zeichen die Ordnung # zu; wir z@hlen alle” derartigen aus-
sagebildenden Funktoren — #hnlich wie auch die Namen von
A Individuen und die sie vertretenden Variablen — zu den Zeichen
endlicher Ordnung. Wir miissen jedoch auch dem Fall Rechnung
tragen, dass in der Sprache mnoch andere aussagebildende
Funktoren vorkommen, welchen man eine unendliche Ordnung.
zuschreiben muss; wenn z. B. ein Zeichen aussagebildender
‘Funktor nur solcher Aussagefunktionen ist, deren sdmtliche
Argumente endlicher Ordnung sind, wobel jedoch diese Oxd-.
nungen durch keine natiirliche Zahl nach oben beschrinkt sind,
so wird schon dieses Zeichen von unendlicher Ordnung sein.

Um die Zeichen unendlicher Ordnung eirizuteilen, bedienen
wir uns des der Mengenlehre entnommenen Begriffs der Ord-
nungszahl, der eine Veraligemeinerung des iiblichen Begriffs
der natiirlichen Zahl ist1%). Die natiirlichen Zahlen sind be-
kanntlich die kleinsten Ordnungszahlen. Da es fiir jede unend-
liche Folge von Ordnungszahlen Zahlen gibt,  die grosser als
jedes Glied der Folge sind, so gibt es insbesondere Zahlen,
‘die grosser als alle natiirlichen Zahlen sind; wir nennen sie
transfinite Ordnungszahlen. In jeder nicht leeren
‘Klasse von Ordnungszahlen gibt es bekanntlich eine kleinste
Zahl; insbesondere gibt es die kleinste transfinite Zahl, -die
man mit dem Symbol ,w% bezeichnet; die nichstgrdssere Zahl
ist w41, weiter folgen der Reihe nach die Zahlen w-+2,
o+3..., .2, w.2+1, ©.24+2..., ».8... u. s. w. Jenen
Zeichen unendlicher Ordnung, welche Funktoren von Aussage-
funktionen sind, die ausschliesslich Argumente endlicher Ord-

. 14) Vgl 5. B, Fraenkel, S, 185 .
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nungen enthalten, schreiben wir als ihre Ordnung die Zahl @
zu; ein Zeichen, welches ein Funktor nur solcher Aussage-
funktionen ist, deren Argumente entweder -endlicher Ordnung
oder von der Ordnung o sind (wobei mindestens ein Argument
einer Funktion tatsichlich von der Ordnung o ist), ist von der
‘Ordnung o + 1. Die allgemeine rekursive Definition der Ord-
nung lautet: die Ordnung eines bestimmten Zeichens ist die
kleinste Ordnungszahl, die grosser ist als die Ordnungen aller
Argumente in allen Aussagefunktionen, in welchen das gege-
bene Zeichen als ein aussagebildender Funktor auftritt0%).

Ahnlich wie im § 4 konnen wir Sprachen endlicher und
unendlicher Ordnung unterscheiden. Ja wir kénnen sogar jeder
Sprache als ihre Ordnung eine ganz bestimmte Ordnungszahl
zuordnen, namlich die kleinste Ordnungszahl, welche die Ord-
nungen aller Variablen iiberschreitet, die in dieser Sprache
auftreten (die fritheren Sprachen ' Ordnung behalten — wie
man sich leicht iiberzeugen kann — auf Grund dieser Kon-
vention jhre frithere Ordnung bei und zwar mit Riicksicht auf
die Herabsetzung der den Namen der Individuen zugeschrie-
‘benen Ordnung; die Sprache der allgemeinen Klassentheorie
aus § b erhilt die Ordnung o).

Aus diesen Bemerkungen folgt keinesfalls, dass jede in
den betrachteten Sprachen auftretende Variable von einer be-
stimmten Ordnung ‘ist. BEs scheint mir im Gegenteil (auf Grund
.der angestellten Proben und Uberlegungen) fast sicher zu sein,
.dass man sich nicht auf die Verwendung Variabler bestimmter
Ordnungen beschrinken kann, falls man Sprachen ‘erhalten will, -
die den fritheren Sprachen in Bezug auf die Fille der mit
ihrer Hilfe ausdrtickbaren Begriffe tatssichlich tiberlegen wiren
und deren Erforschung ein neues Licht auf die uns hier inte-
ressierenden Probleme werfen konnte. Man muss in die Sprachen -
Variable unbestimmter Ordnung einfithren, welche sozusagen alle
mbglichen Ordnungen ,durchlanfen¥, welche als Funktoren oder
~Argumente in Aussagefunktionen ohne Riicksicht auf die Ord-
nung der tibrigen in dieser Funktionen vorkommenden Zeichen
auftreten konnen wund welche insbesondere zugleich sowohl

105) Vgl. hiezu die Binfihrung des Stufensystems in dem unléingst
erschienenen Buch von R. Carnap, Logische Syntax der Sprache, Schrif-
ten zur wissenschaftlichen Weltauffassung, Bd. 6, Wien 1984, S, 189 ff,
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Funktoren als auch Argumente ebenderselben Aussagefunktionen
sein kénnen. Wir miissen mit derartigen Variablen hochst. vor-
sichtig verfahren, wenn wir uns nicht in Antinomien nach Art
der berithmten Antmomle der Klasse aller Klassen, die sich.
selbst als Elemente nicht enthalten, verfangen wollen. Wir -
miissen insbesondere die notige Vorsicht walten lassen, wenn
wir fiir eine Sprache, die derartige Variable enthilt, die Ein-
setzungsregel formulieren und die von uns als Pseudodefini-
tionen bezeichneten Axiome beschreiben, Auf Einzelheiten
konnen wir hier nicht eingehen 196). :

Offenbar besteht kein Hindernis, Variable transfiniter Ord-
. nung nicht nur in die Sprache, die den Gegenstand der Be-
trachtungen bildet, sondern auch in die Metasprache, auf deren
Boden die.Betrachtungen angestellt werden, einzufithren. Ins-
besondere kann man die Metasprache immer in der Weise
‘konstruieren, dass- in ihr Variable hoherer Ordnung auftreten
‘als die Ordnungen aller Variablen der betrachteten Sprache;
die Metasprache wird dann eine Sprache héherer Ordnung, -

106) Von den zuletzt betrachteten Sprachen fithrt nur ein Schritt
zu Sprachen anderer Art, in welchen ausschliesslich Variable unbestimm-
ter Ordoung auftreten. In formaler Hinsicht sind dies Sprachien von sehr
einfacher Struktur — nach der im § 4 festgesetzten Terminologie muss-
man sie zu den Sprachen erster Art zihlen, da ihre simtlichen Variablen
zr ein und derselben semantischen Kategorie gehoren. Nichtsdestoweniger
kann man — wie dies die Untersuchungen von E. Zermelo und seinen
Fortsetzern (vgl. z B. Skolem,, 8. 1—12) gezeigt haben — dank einer
entsprechenden Wahl der Axjome auf demx Boden dieser Sprachen die
' Mengenlehre und die ganze klassische Mathematik aufbauen, man kann .
also in ihnen- sozusagen jeden Gedanken ausdriicken, der sich in den
vorher untersuchten Sprachen endlicher und unendlicher Ordnung formu--
lieren ldsst. Fir die Sprachen, von denen die Rede ist, verliert der Begriff
der Ordnung keineswegs seine Bedeutung, er betrifft aber nicht mehr
die Ausdriicke der Sprache, sondern entweder die durch diese Ausdriicke
" bezeichneten Gegenstinde oder die Sprachen als Ganzes. Individuen, d. h.
Gegenstinde, die keine Mengen sind, nennen wir nimlich Gegenstinde
der Ordnung 0; die Ordnung einer beliebigen Menge ist die kleinste
Ordnungszahl, die grosser ist als die Ordnungen aller Elemente dieser
Menge; die Ordnung.der Sprache ist die kleinste Ordnungsszahl, welche
die Ordnungen aller Mengen' iibertrifft, deren Existenz aus den in.der
~Bprache angenommenen Axiomen. folgt. Unsere ferneren Ausfﬂhrungen
beziehen: sich ohne Emschrankung anch auf Jene Sprachen von melchen
eben die Rede ist.
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also eine an grammatischen Formen wesentlich reichere als
die von uns untersuchte Sprache sein. Dies ist eine Tatsache,
die vom Standpunks der uns hier interessierenden Probleme
eine hervorragende Bedeutung besitzt: es verschwindet n&mlich
hiemit der Unterschied zwischen den Sprachen endlicher und
unendlicher Ordnung -- der Unterschied, der in den Unter-
suchungen der §§ 4 und 5 so stark hervorgetreten ist und
in den in der ,Zusammenfassung® formulierten Thesen A und B
einen krassen Ausdruck gefunden hat. In der Tat: die Auf-
stellung einer richtigen und korrekten Definition der Wahrheit
fir die Sprachen endlicher Ordnung wurde im wesentlichen
durch den Umstand ermdglicht, dass wir in der Metasprache
Ausdriicke héherer Ordnung als alle Variablen der untersuchten
Sprache zur Verfiigung hatten; das Fehlen solcher Ausdriicke
in der Metasprache hat es nicht erlaubt, diese. Konstruktions-
methode auf Sprachen unendlicher Ordnung auszudehnen. Nun-
mehr sind wir schon imstande, den Begriff der Wahrheit fiir
_eine beliebige Sprache endlicher oder unendlicher Ordnung
zu -definieren, wenn wir nur unseren Untersuchungen eine Meta-
sprache zu Grunde legen, deren Ordnung mindestens um 1
hoher ist als die der betreffenden Sprache (eine wesentliche
Rolle spielt hier das Vorhandensein von Variablen unbestimmter
Ordnung in der Metasprache). Es ist vielleicht “interessant
hervorzuheben, dass die Konstruktion der Definition hiebei
' eine gewisse Vereinfachung erfihrt: wir kénnen uns nimlich
streng an die im § 8 skizzierte Methode halten, ohne die Kunst-
griffe anzuwenden, zu denen wir im § 4 bei der Untersuchung
der Sprachen zweiter und dritter Art unsere Zuflucht hehmen
mussten; wir brauchen weder mehrzeilige Folgen anzuwenden
noch die semantische Vereinheitlichung der Variablen durch-
zuftthren, denn — das Hauptprinzip der Theorie der seman-
tischen Kategorlen einmal aufgehoben — kénnen wir frei mit
Folgen operieren, deren einzelne Glieder verschiedener Ordnung
sind. Andrerseits verlieren die im § 5 im Zusammenhang mit
Satz I angestellten Uberlegungen keineswegs an Bedeutung
und lassen sich auf Sprachen beliebiger Ordnung- ausdehnen:
s ldsst sich fiir keine Sprache; in welcher man die Arithmetik
der natiirlichen Zahlen aufbauen kann, eine gzutreffende Defi--
nition der. Wahrheit angeben, wenn die” Ordnung der Meta-
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sprache, auf deren Boden die Untersuchungen gefiihrt werden,
die Ordnung der untersuchten Sprache nicht tibertrifft (vgl
die betreffenden Bemerkungen auf S. [117]).

- So ergibt sich schliesslich auf Grund obiger Betrachtungen
die N otwendigkeib, die in den Schlussausfithrungen dieser .
Arbeit aufgestellten Thesen A und B, welche die Zusammen-
fassung ihrer Hauptergebnisse enthalten, einer ziemlich weit-
gehenden Umformung zu unterziehen:. '

' A. Fir jede formalisierte Sprache lédsst sich
in der Metasprache eine formal korrekte und
sachlich zutreffende Definition der wahren Aus-
sage mit alleiniger Hilfe von Ausdricken allge-
mein-logischen Charakters, von A usdricken der
Sprache selbst und von Termini aus der Morpho-
logie der Sprache _kon‘struieren' — jedoch unter
der Bedingung, dass die Metasprache eine hdhere -
Ordnung besitzt als diejenige Sprache, die Gegen-

‘stand der Unbersuchung ist.

B. Wenn die Ordnung der Metaspl ache der

’ Ordnung der Sprache selbst hdochstens gleich ist,

lasst sich elne solche Definition nicht kounstru-
ieren.

Aus einem Vergleich der ‘neuen Formulierung der beiden
Thesen mit der fritheren ersieht man, dass die Tragweite der
~ gewonnenen Ergebnisse eine wesentliche Erweiterung erfahren
hat, wobei aber gleichzeitig die Bedingungen fiir die Anwen-
dung dieser Ergebnisse nfher prézisiert wurden.

+ Mit Ricksicht auf die neue Fassung der These A verliert
die frithere- These C ihre Bedeutung ; sie besitzt einen gewissen:
‘Wert nur noch dann, wenn die Untersuchungen auf dem Boden
einer Metasprache gefiihrt werden, welche dieselbe Ordnung
~ wie die untersuchte Sprache besitzt, und wenn man unber
Verzicht auf die Konstruierung einer Definition der Wahrheit
die Theorie der Wahrheit mit Hilfe der axiomatischen Methode
aufzubauen versucht. Hs ist leicht einzusehen, dass -eine-auf
diesem Wege aufgebaute Theorie der Wahrheit keinen inneren
Widerspruch enthalten kann,. wenn nur die Metasprache héherer
“Ordnung widerspruchsfrei ist, auf deren Boden man eine zu--
treffende Definition der Wahrheit aufstellen und  aus ihr die-.
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jenigen S#tze, welche in der Theorie der Wahrheit als Axiome
angenommen worden sind, ableiten kann 97), »

In #hnlicher Weise wie in den Schlussausfithrungen der
Arbeit konnen wir den Thesen A und B eine allgemeinere
Fassung geben, indem wir sie auf andere Begriffe aus dem
Gebiet der Semantik ausdehnen:

A’. Die Semantik einer beliebigen formali-
sierten Sprache lisst sich als ein auf entspre-
chend konstruierte D efinitionen gestiitzter Teil
déer Morphologie der Sprache begriinden, jedoch
unter der Bedingung, dass die Sprache, in wel-
cher wir die Morphologie treiben, eine hdhere -
Ordnung besitzt, als die Sprache, deren Morpho-
logie wir treiben.

B. Es ist unmoglich auf diesem Wege die
Semantik einer Sprache zu begriinden, wenn
die Ordnung der Sprache der Morphologie der
Ordnung der untersuchten Sprache héchstens
gleich ist.

- Die These A hat in ihrer neuen Vera,llgememerben Fassung
keine geringe Bedeutung fiir die Methodologie der deduktiven
Wissenschaften; ihre Konsequenzen laufen gleichsam den be-

- deutsamen Ergebnissen parallel, die in den letzten Jahren auf
diesem Gebiet von G6del erzielt wurden. Die Definition der
Wahrheit erlaubt es, die Widerspruchsfreiheit einer deduktiven
Wissenschaft auf dem Boden einer Metawissenschaft zu be-
weisen, deren Ordnung héher ist als jene der Wissenschaft
selbst (vgl. 8. [68] und [99]); aus den G&delschen Untersu-
. chungen folgt dagegen, dass es im allgemeinen unmdoglich ist,
die Widerspruchsfreiheit einer Wissenschaft zu beweisen, falls
man den Beweis auf dem Boden einer Metawissenschaft von
gleicher oder niedrigerer Ordnung durchzufithren versucht 92).
Go6del hat ferner eine Methode der Konstruktion solcher Aus-
sagen angegeben, welche sich — wunter Voraussetzung ‘der .
‘Widerspruchsfreiheit der betreffenden Wissenschaft — in dieser
‘Wissenschaft nach keiner. Richtung hin entscheiden lassen..

+ 107) Ingbesondere findeb die auf S. [126] beriihrte Frage eine positive
Antwort; dasselbe gilt auch fiir das in 191) erwshnte Problem der unendli-
. chen induktiven Definitionen. -
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Alle nach der Methode von Godel konstruierten Awussagen
besitzen aber die Eigenschaft, dass man auf dem Boden der
Metawissenschaft hoherer Ordnung unter Zugrundelegung der
richtigen Definition der Wahrheit feststellen kann, ob sie wahr
oder falsch sind, und somit auch in Bezug auf diese Aussagen -
eine Entscheidung treffen, d. i sie entweder beweisen oder
widerlegen kann; noch mehr: man kann diese Entscheidung
im Bereiche der Wissenschaft selbst treffen, ohne sich der
Begriffe und Voraussetzungen der Metawmsenschafb zu ‘be-
dienen — allerdings nur unter der Bedingung, dass wir vorher
die Sprache und die logischen Grundlagen der betrachteten
‘Wissenschaft durch die Einfithrung von Variablen hoherer
Ordnung bereichert haben 1%8), o
Wir wollen- versuchen, dies etwas genauer zu erkliren.
Betrachten wir eine beliebige deduktive Wissenschaft; in wel~
cher sich die Arithmetik der natiirlichen Zahlen aufbauen-lisst,
und stellen wir provisorisch die Untersuchung auf dem Boden
der Metawissenschaft gleicher Ordnung wie die Wissenschaft
selbst an. Die von G6del begriindete Methode der Konstruk-
tion unentscheidbarer Awussagen haben wir implicite im Beweis
des Satzes I aus § b (S.[112] ff.) skizziert. Setzen wir tiberall —

sowohl in der Formulierung des Satzes als auch in seinem .

Beweise — an Stelle des Symbols ,Wr“ das Symbol ,Bw,
welches die Klasse aller beweisbaren Sitze der betrachteten
Wissenschaft bezeichnet und sich bekanntlich in der Meta-
wissenschaft definieren ldsst (vgl. z. B. Def. 17 aus § 2).
Gemiss dem ersten Teil des Satzes I konnen wir als Konse-
quenz der Definition des Symbols ,Bw* die Negation eines
der in der Bedingung () der Konvention 9 aus § 3 beschrie-
benen Sitze gewinnen (falls. wir nur in dieser Konvention
ebenfalls ,Wr“ durch ,Bw“ ersetzen). M. a. W. man kann
eine solche Aussage z der betrachteten Wissenschaft kon-
‘struieren, welche folgende Bedingung erfiillt:

es ist micht wahr, dass zeBw dann wund nur dann,
wenn p

oder in aquivalenter Formuhemng
(1) z & Bw dann und nur donn, wenn p,

108) Vgl. G5 dels, S. 187 £ und inshesondere S. 191 Anm, 48s).
: o %6
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wobei das Symbol ,p* die ganze Aussage z vertritt (und zwar
kann als ¢ die im Beweis des Satzes I konstrulerte Aussage
U; (4. 1) gewshlt werden). ‘
‘Wir werden zeigen, dass die Aussage z tatséchlich unent-
“"scheidbar und dabei wahr ist. Zu diesem Zwecke wollen wir
zur Metawissenschaft hsherer Ordnung iibergehen; der Satz (1)
bleibt hiebeil offenbar giltig. Gremsss der These A konnen wir
auf Grund der bereicherten Metawissenschaft eine richtige,
alle Aussagen der untersuchten Wissenschaft betreffende Defi-
nition der Wahrheit konstruieren. Wenn wir die Klasse aller
wahren Aussagen mit dem Symbol ,Wr¢ bezeichnen, wird —
der Konvention 90 gemiss — die von uns konstruierte Aus-
sage z folgender Bedingung geniigen:
(2) z& Wr dann und nur denn, wenn p;

“aus (1) und (2) gewinnen wir sofort

(3) z & Bw dann und nur dann, wenn & Wr.

Indem wir ferner mit dem Symbol ,2% die Negation der
Aussage z bezeichnen, konnen wir bekanntlich aus der Defi-
nition der Wahrheit folgende Sitze ableiten (vgl. Satz 1 und b
aus § 2): ,

(4) entweder zeWr, oder © & Wr;

(). wenn z & Bw, so z& Wr; .

(6) wenn z & Bw, so z& Wr. _

Aus (3) und (5) schliessen wir chne Schwierigkeit, dass

(V) ze Wr
und dass

(8) z¢ Buw. ,

In Hinsieht auf (4) und () haben wir z 8W7, was m'
Verbmdung mit (6) die Formel:

(9) e Bw .
ergibt. '

]

Die Formeln (8) und (9) brmgen zusammen zum Ausdruck,
dass z eine unentscheidbare Aussage 1st dabei folgt aus (7),
dass z eine wahre Aussage ist. :

Durch die Feststellunor der Wahlhelt der Aussage z haben
wir eo ipso — auf Grund von (2) — auch die Aussage z selbst,
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in der Metawissenschaft begriindet. Da sich ferner die Meta-
wissenschaft in der durch ‘Variable hoherer Ordnung berei-
cherten Wissenschaft interpretieren lasst (vgl. S. [41]) und
~ da bei dieser Interpretation die Aussage z, die ja keine spezi-
fischen Termini der Metawissenschaft enthdlt, in sich selbst
iibergeht, so ldsst sich der in der Metawissenschaft gegebene .
. Beweis der Aussage z automatisch auf den Boden der Wissen-
schaft selbst iibertragen: die auf dem Boden der urspriinglichen
“Wissenschaft unentscheidbare Aussage z wird in der berei-
cherten Wissenschaft zu einer entscheidbaren Aussage.

Noch auf ein analoges Ergebnis mdchten wir hier auf-
merksam machen. Es lassen sich fur jede deduktive Wissen-
schaft, in, der die Aritlimetik enthalten ist, solche arithmetische
Begriffe angeben, die sozusagen inhaltlich zu dieser Wissen-
"schaft gehoren, die aber auf Grund dieser Wissenschaft nicht
definierbar sind; mit Hilfe von Methoden, die den bei dem
Aufbau der Wahrheitsdefinition verwendeten véllig analog sind,:
kann man jedoch zeigen, dass diese Begriffe auf Grund der
betrachteten Wissenschaft definiert werden konnen, sofern man
nur die Wissenschaft durch. die Einfithrung von Variablen
hoherer Ordnung bereichert 109).,

Schliesslich konnen wir also feststellen, dass die Definition -
der Wahrheit und, allgemeiner, die Grundlegung der Semantik
os gestattel, manchen wichtigen negativen Ergebnissen, die im
 Gebiet der Methodologie der deduktiven Wissenschaften ge-
wonnen wurden, die parallelen positiven Ergebnisse gegéniiber-
zustellen und dadurch die in der deduktiven Methode und im
Gebdude des deduktivern Wissens selbst aufgedeckten Lucken
bis zu einem gewissen Grade auszufillen.

Historische Bemerkung. Im Laufe der letzten sechs Jahre, d. i
vom Jahre 1929 an, in dem ich die endgiltige Definition des Wahrheits-
begriffes und den grossten Teil der tibrigen hier dargelegten Resultate
erreicht habe, bis zum -Jahre 1985, in dem nunmehr die vollstindige

109) Vgl. hiegu mein Autoreferat: Uber definierbare Mengen reclier

. Zahlen, Annales de la Société Polonaise de Mathématique, tome- IX,,

année 1930, Krakéw 1931, S, 206—207 (Bericht tiber einen am 16. Dezem-

-ber 1930 in der Lemberger Sektion der Polnischen Mathematischen Gesell-

schaft gehaltenen Vortrag); die Ideen, die ich dort skxzmelte, habe ich

spiter zum Teil in der Arbeit Tarski, entwickelt. i .
*®
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Arbeit erstmalig in einer Weltsprache erscheint, sind die hier untersuchten
Fragen mehrfach behandelt worden..So erschienen in deutscher Sprache
ausser meiner Zusamimenfassung Tarski, (1982) z. B.. Arbeiten von
Carnap, in denen ganz #hnliche Gedanken entwickelt werden (vgl
R. Carnap, Die Antinomien und die Unvollstdndigheit der Mathematik,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 41. Bd., Leipzig 1934, S, 263284
und Hin Guiltigkeitskriterium fiir die Sdtze. der klassischen Mathematik,
_ibid., 42. Bd., Leipzig 1985, 8. 163—190; beide Artikel sind Erginzungen
za R. Carnap, Logische Syntax der Sprache, Wien 1934).

Von vormherein lag es nahe, dass infolge dieses Zeitraums von
sechs Jahren, infolge der Aktualitit der Probleme und vielleicht auch
infolge der Sprache des Urtextes meiner Arbeit Irrtiimer beztiglich der -
historischen Zusammenhange auftreten konnten. Und in der Tat schreibs
z. B. Carnap in dem zweiten der angefiithrten Artikel (S. 165, Anm. 3))
tiber meine Untersuchungen, dass diese ,,...in Ankniipfung an die von
Godel...t durchgefiihrt worden seien. Es ist deshalb wohl nicht itberfliissig,
wenn ich an dieser Stelle einige Bemerkungen uber die Abhingigkeit
bzw. Unabhingigkeit meiner Untersuchungen mache.

Ganz allgemein mochte ich feststellen, dass alle meine Methoden
und Ergebnisse, ausser an jenen Stellen, an denen ich dies ausdriicklich
hervorgehoben habe — vgl. z. B. Anm.?) und Anm.%¥) —, von mir voll-
kommen selbstindig und unabhingig gewonnen wurden. Die in Anm. 2)
angegebenen Daten liefern, wie ich glaube, hinreichende Unterlagen filr
die Nachprufung dieser Behauptung. Erginzend bemerke ich, dass meine
in franzosischer Sprache erschienene Arbeit Tarski, (1931), dber die ich
schon im Dezember 1930 berichtet habe (vgl das in 199) gzitierte Antoreferat
in deutscher Sprache), eben jene Konstruktionsmethode enthalt, die dort
zu andern Zwecken, in der vorliegenden Arbeit jedoch zur Konstruktion
der Definition der Wahrheit verwendet wurde. ,

Im einzelnen mdchte ich die Selbstandigkeit meiner Untersuchungen
in folgenden Punkien hervorheben: (1) .die allgemeine Problemstellung
fir die Definition der Wahrheit, vgl. insbesondere S. [44]—[46]; (2) die posi-~
tive Liosung des Problems, d. h. die Definition des Wahrheitsbegriffs fur
den Fall, dass man in-der Metaprache tiber gentigend reiche Mittel ver-
fugt. (fur logische Sprachen geht diese Definition in jene des von Carnap
verwendeten Terminus yanalytisch® tiber), vgl 8. [568] f. und [98]; (3) die
Methode der Beweise der Widerspruchsfreiheit auf Grund der Definition
der Wahrheit, vgl. 8. [568] und [99); (4) der axiomatische Aufbau des
Metasystems, vgl.-S. {29] £,  und im Zusammenhang damit () die Aus-
fubrungen auf 8. [41] f. uber die Interpretation des Metasystems in der
Arithmetik, die bereits die von &6 del weit vollstindiger und ganz unab-
bhingig entwickelte sogenannte ,Methode der Arithmetisierung der Meta~
sprache” enthalten. Ausserdem mochte ich noch auf Resultate aufmerksam
machen, die sich nicht auf den Wahrheitsbegriff, sondern auf einen andern
sermantischen Begriff, jenen der Definierbarkeit beziehen und iber die auf
8. [148] berichtet wurde.
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~An der einzigen Stelle, an der ich in wesentlicher Weise an G o-
dels Gedanken ankniipfe — bei der negativen Losung des Problems der
Definition der Wahrheit fiir den Fall, dass die Metasprache nicht reicher
ist als die untersuchte Sprache, — habe ich dies selbstverstandlich nach-
dricklich betont (vgl. #)); es sei bemerkt, dass das so erzielte, meine
Arbeit sehr vervollstindigende Resultat als einziges in die im tbrigem
bereits abgeschlossene Untersuchung nachtriglich eingefiigt wurde.

nNachwort® allatum est die 13. Aprilis 1935.
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